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PRÉFACE 


Les traités de calcul vectoriel en langue française ne manquent p^s ; 
ils sont presque tous excellents dans les chapitres où ils traitent 
l’algèbre vectorielle et de la théorie des courbes et des surfaces ; quel- 
ques-uns d’entre eux exposent la théorie des champs d’une manière^ 
parfaite, mais très difficile pour des débutants ; d’autres introduisent 
les opérateurs différentiels par des considérations physiques fort sug- 
gestives, mais qui peuvent en masquer la généralité et qui rompent 
l’unité d’un exposé théorique ; enfin, les derniers définissent les dits 
opérateurs au moyen de coordonnées et démontrent ensuite que cette 
définition est indépendante du choix des axes ; cette méthode indirecte 
n’est pas conforme à l’esprit du calcul vectoriel. 

Ce qui distingue notre exposé, en ce qui concerne l’analyse vecto- 
rielle, c’est qu’il est élémentaire, qu’il reste purement mathématique, 
c’est-à-dire qu’il ne se fonde sur aucune propriété physique des champs, 
(sauf dans les définitions du début où il est bon de faire appel à l’in- 
tuition), et qu’il est, grâce à une définition peu connue des opérateurs 
différentiels, parfaitement conforme à la doctrine-même de ceux qui 
ont fondé le calcul vectoriel, algorithme direct destiné à faire une 
étude intrinsèque de certains êtres géométriques. Cette définition a été 
donnée pour la première fois, nous semble-t-il, par M. von Ignatowsky, 
dans sa V ektoranalysis (Teubner, éd.). 

Les matières de ce petit livre forment le programme de la première 
partie d’un cours que je professe à l’Ecole d’ingénieurs de Lausanne. 
Il s’adresse à des étudiants qui ont déjà une connaissance précise du 
calcul différentiel et du calcul intégral, c’est pourquoi quelques-unes 
de mes démonstrations se fondent sur le jeu des infiniment petits, 
auquel le lecteur peut donner toute la précision qu’il désire lorsque le 
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raisonnement un peu rapide ne l’aura pas satisfait. D’autre part, je n’ai 
pas fait des hypothèses générales pour l’étude des courbes, des surfaces 
et des champs ; au contraire, en supposant la continuité, la dérivabilité 
et l’analyticité, ainsi que l’existence de certaines limites, j’ai restreint, 
semble-t-il, le domaine des applications. Mais ces restrictions ne 
sont pas gênantes ; on le verra bien dans le volume qui suivra et qui 
exposera la seconde partie de mon cours traitant des applications de 
l’analyse vectorielle à la physique et des problèmes aux limites que 
ces applications posent au mathématicien. La seconde partie, plus 
volumineuse que cette première, permettra au lecteur de voir le sens 
physique des opérateurs vectoriels. Si l’on peut prétendre que, du point 
de vue de la pédagogie, il doit y avoir quelque avantage à montrer des 
applications physiques immédiatement après les définitions et les théo- 
rèmes, il y en a un bien plus grand, du même point de vue, et aussi 
et surtout de celui de la logique, à exposer la doctrine vectorielle d’une 
seule venue comme un chapitre de la mathématique pure, et à en faire 
ensuite des applications cohérentes à telle ou telle partie de la physique. 
D’ailleurs, les exercices placés à la fin des chapitres aideront à compren- 
dre plus clairement encore la portée de leur texte. 

Il m’est agréable d’exprimer ici ma reconnaissance à M. J. Landry, 
Directeur de l’Ecole d’ingénieurs de Lausanne, à l’initiative de qui 
ce cours d’analysç vectorielle est dû ; il a voulu, connaissant les profits 
qu’un ingénieur peut tirer d’une connaissance précise de l’analyse 
vectorielle, que ceux qui sortent de l’Ecole qu’il dirige avec tant de 
distinction, puissent tirer parti de la puissance d’un si bel inslrument ; 
je voudrais que mes lecteurs eussent autant de plaisir à lire ce cours 
que j’en ai à le professer. 

Deux amis, MM. M. Gex et G. de Rham, m’ont aidé à faire les figures 
de ce livre et à en corriger les épreuves ; je les remercie cordialement 
de leur aimable collaboration. 

La librairie Rouge S. A. n’a pas craint, en ces temps de crise, de 
prendre ce livre dans son fonds ; elle en a particulièrement soigné la 
présentation ; que son Conseil d’administration en soit vivement 
remercié, et tout particulièrement M. P. Feissly, l’un des directeurs de 
cette maison. 

Lausanne, novembre 1932. 

G. JUVET. 



CHAPITRE PREMIER 

Algèbre vectorielle. 


Définitions. 

1. Considérons dans l’espace euclidien deux points auxquels nous 
assignons un ordre : le premier A, le second B. Ils déterminent, sur la 
droite indéfinie d qui les contient, une portion de celle-ci, laquelle aura 
une origine A et une extrémité B. Une telle figure se nomme un 
oecteur. 

Deux points A et B déterminent donc un vecteur, lorsqu’il est bien 
entendu que l’on a spécifié l’ordre dans lequel on les considère. A s’ap- 
pelle V origine et B V extrémité du vecteur. 

Ce même vecteur peut être caractérisé autrement encore : 

par son origine A ; 

par son support d, ou ce qui revient au même, quand l’origine est 
donnée, par sa direction, celle de d ; 

par son sens, celui de la demi-droite portée par d qui va de A vers B ; 

par sa longueur, on dit aussi son intensité ou sa valeur absolue, qui 
est simplement le nombre mesurant la portion de droite AB, lorsqu’on 
a fait choix d’une unité de longueur. 

Il est parfois commode, dans le cours d’un problème, de considérer 
le support comme orienté ; sur la droite d, on choisit un sens positif, 
dès lors, le vecteur déterminé par A et B est caractérisé par son origine 
A, son support d et sa mesure qui est un nombre relatif représentant à 
la fois le sens et la longueur ; le calcul des vecteurs sur un même axe 
se confond avec le calcul des segments sur cet axe. 

Un vecteur dont* l’origine et l’extrémité coïncident est un vecteur 
nul ; son support est indéterminé. Un vecteur dont la valeur absolue 
est égale à 1, s’appelle un vecteur unité. 
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2. On pourrait sans plus représenter un vecteur par la notation ABy 
mais, en géométrie analytique, cette expression est en général la lon- 
gueur du vecteur qui va de A vers B. Nous choisirons la notation, 
utilisée dans de nombreux livres français : 

AB. 

Il est utile souvent de représenter un vecteur par une lettre, mais il 
faut la distinguer typographiquement de celles qui représentent des 
nombres. Certains auteurs utilisent des lettres grasses, (ou des lettres 
gothiques, les lettres italiques étant réservées aux nombres), nous écri- 
rons plutôt 

a, 6, . . . , M, ... 

et nous représenterons la longueur du vecteur qui est un nombre par 
la lettre qui représente le vecteur, mais en supprimant la flèche. Par- 
fois aussi, nous représenterons cette longueur comme on représente 
la valeur absolue en algèbre ; ainsi 



et comme en géométrie 

\ÂÎi\ = AB. 

S’il est utile d’orienter le support du vecteur, la lettre a pourra repré- 
senter la mesure algébrique du vecteur a sur l’axe qui le porte, et dans 
ce cas, on aura 

|«| = \a\, \Jb\ = |: 4 ^|. 

3. Les vecteurs sont considérés comme des grandeurs, mais un 
nombre ne sufiit pas à les caractériser. Les grandeurs vectorielles^ comme 
la vitesse d’un point, son accélération, les forces agissant sur un sys- 
tème, un corps solide, par exemple, s’opposent aux grandeurs scalaires, 
qu’un nombre suffit à caractériser, comme la fortune d’un particulier, 
la température en un point d’un corps, la densité, etc. 

Dans les calculs où elles entrent, ces deux sortes de grandeurs se 
distingueront par les notations que nous avons indiquées ; elles obéis- 
sent à des règles que la suite de ces leçons nous fera connaître. 

4. Suivant la nature des questions dont traitent la mécanique ou la 
physique, il arrive qu’une grandeur vectorielle est définie sans qu’il soit né- 
cessaire d’en préciser l’origine ; la direction, le sens et la longueur suffisent 
à la caractériser. Ainsi deux vecteurs AB et A'B' , d’origines A et A' 
quelconques, de supports parallèles, de même sens et de même longueur, 
et qu’on appelle vecteurs équipollents, représenteraient la même gran- 
deur. On dit, dans ce cas, que ladite grandeur est représentée par un 
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secteur libre. Pour les vecteurs libres, l’équipollence joue le rôle de 
l’égalité, on écrira 

Jë = A^'. 

Ainsi, comme on l’apprend en mécanique, le moment d’un couple 
est un vecteur libre ; en effet, le moment d’un couple est le même en 
tous les points de l’espace. 

Si la grandeur vectorielle, au contraire, a une origine parfaitement 
fixée, — la vitesse d’un point matériel, la force agissant sur une molécule 
d’un fluide par exemple, — le vecteur qui la représente est dit un i>ecteur 
lié. Deux vecteurs liés sont égaux s’ils ont la même origine et la même 
extrémité ; l’équipollence n’est plus l’égalité. 

Il y a un cas intermédiaire, celui où la grandeur vectorielle sans avoir 
une origine précisée a un support bien défini ; le vecteur qui la repré- 
sente peut glisser sur le support, en conservant son sens et sa longueur, 
bien entendu ; c’est ce qu’on constate pour les forces agissant sur un 
solide, on peut les déplacer, sans altérer leur effet, le long de leur ligne 
d’action ; on a affaire alors à des secteurs glissants. L’égalité de deux 
vecteurs glissants ne peut avoir lieu qu’entre vecteurs sur un même 
support ; elle exprime l’égalité des segments sur ce support orienté, 

A moins de mention expresse, il ne sera question dans ce qui suivra 
que de secteurs libres. 


Addition et soustraction des oecteurs. 

5. On va définir des opérations qui ont des propriétés analogues aux 
propriétés de l’addition et de la soustraction des nombres relatifs. On 
les appellera addition géométrique et soustraction géométrique, ou sim- 
plement addition et soustraction des vecteurs. 

Additionner deux vecteurs libres ?et T, en faire la somme, c’est trou- 
ver un certain vecteur o dont l’origine O est quelconque ; on porte à 
partir de O le vecteur a, à l’extrémité duquel on place l’origine du 
vecteur b, c’est l’extrémité de b qui est alors l’extrémité de o. 



Fig 1. 
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Il est bien évident que si l’on avait porté à partir de O, b d’abord 
puis a ensuite, on eût obtenu le même vecteur 
On écrit 

z= a b 

et l’on a 

a -f- ^ == ^ + ût. 

L’addition de deux vecteurs est commutatwe. 

On voit aussi que la somme de deux vecteurs ^ et ^ est la diagonale 
du parallélogramme construit sur a et b ramenés à avoir la même 
origine. 

Etant donné trois vecteurs a, b et c, on appelle somme de ces trois 
vecteurs, un vecteur u obtenu en ajoutant à = a ^ le vecteur 7^: 



Fig. 2. 


mais il est visible que 

T^- — >• / — ► — >■ \ 

u~a-{-\b-\-c) ; 

(a 4" b) -|-c = a-[- (^ + c). 


L’addition de trois vecteurs est associative. Dès lors on peut écrire 
sans ambiguïté : 

U = a b 4" 

et l’on peut passer à un nombre quelconque de vecteurs o, b, ^ T; 
leur somme 

çv~a-\-b-\-c-{- ... 1 

est parfaitement définie de proche en proche, l’ordre des termes n’in- 
tervient pas dans le résultat final, non plus que les additions partielles 
qu’on pourrait avoir effectuées. 
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On voit qu’on peut dire que l’origine de la somme de ces vecteurs 
est l’origine d’un contour polygonal obtenu en portant bout à bout les 
vecteurs donnés dans un ordre quelconque, l’origine de chacun d’eux 
se confondant avec l’extrémité du précédent ; l’extrémité du vecteur 
somme est l’extrémité du contour polygonal, c’est donc l’extrémité 
du dernier vecteur. On dit aussi que la somme w est la résultante du 
contour polygonal formé avec a, . . . , l. 


Si la somme de deux vecteurs a et h est un vecteur nul, on dit que 
—► — ► 

a et h sont opposés et l’on écrit 


è = - 


Les caractéristiques de deux vecteurs opposés sont les mêmes, sauf 
leurs sens. 

6. Reprenons la figure 1 ; on y a 

— >■ — »■ 

O = a b ; 

O et a étant donnés, le vecteur b s’appelle la différence de o et de a, 
ou mieux, c’est le vecteur obtenu en soustrayant de le vecteur a; on 
écrit 

6 = P — a. 


L’on voit aisément que b s’obtient aussi en ajoutant à p le vecteur 
opposé à a, d’où 

+(—'a). 

La soustraction se ramène à l’addition comme en algèbre, et les 
règles ordinaires de l’algèbre relatives à l’addition ou à la soustraction 
s’étendent sans difficultés au-^calcul vectoriel. 


Multiplication d'un oecteur par un nombre. 

7. Il est tout naturel d’écrire 

a -f a = 2a, 

ce qui est d’ailleurs parfaitement conforme aux conventions du calcul 
des segments sur lin axe. 

D’une façon générale le p-uple d’un vecteur a, qu’on écrira pa, 
s’obtient en ajoutant a, (p — 1) fois à lui-même. 
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La moitié de a qu’on écrira ^ ou j « se définit bien aisément aussi 
par la règle 


0 ) 


On définit sans difficulté le vecteur £ a. 

Il n’y aura qu’à faire intervenir la continuité pour définir le vecteur 
Xa, lorsque X est un nombre irrationnel. 

On sait donc, et cela on l’a appris par la théorie des segments sur 
un axe et par la notion de coupure, assigner un sens précis au symbole 
sa, a étant un vecteur quelconque et « un nombre réel quelconque 
On a les règles 

— ► — ^ — >• 

sa ta = (s i) a 

sa sb = s \a b) 


s {ta) — St a. 

Si sa est un vccleur nul, on en déduit que s = 0 ou que a est im 
vecteur nul. 


Multiplicité linéaire sectorielle. 

8. Les vecteurs de l’espace forment un ensemble d’objets dont on 
a défini l’addition et la multiplication par un nombre. Ces deux opéra- 
tions ne font pas sortir de l’ensemble, c’est-à-dire que la somme de 
deux objets de l’ensemble est un objet de l’ensemble, et le produit 
d’un objet de l’ensemble par un nombre est un objet de l’ensemble. 

D’une manière générale, si a, b, t sont des vecteurs donnés, 

l’expression 

aa-j-j3à + ... -j-X/, 

a, |3, . . . , X étant des nombres, représente un vecteur. On dit, pour 
exprimer ce fait, que les vecteurs de l’espace forment une multiplicité 
linéaire. 

Les vecteurs qu’on peut tracer dans un plan forment aussi une mul- 
tiplicité linéaire. On va voir ce qui la distingue de la précédente. 

9. On dit que n vecteurs a, b, .... l sont linéairement indépen- 
dants s’il est impossible de trouver n nombres a, /3, . . . , X non tous 
nuis tels que la combinaison 

oca 1^ b -{- ... -j~ X l 

^ On écrira parfois aussi as pour sa. 
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représente un vecteur nul, c’est-à-dire tels que l’on ait 
OL CL -j- |3 h *4” • • • -}~ X / = 0. 

Deux vecteurs dont les supports sont parallèles ne sont pas linéai- 
rement indépendants, car l’un d’eux h est égal à l’autre a multiplié 
par un nombre s et l’on a 

h — sa = 0. 

Il a été possible de trouver deux nombres 1, — s, qui ne sont pas nuis 
tous les deux de façon à avoir une combinaison linéaire des deux vec- 
teurs qui se réduise à zéro, on dit que les deux vecteurs sont linéai- 
rement dépendants. 

Dans un plan, trois vecteurs a, 6 et c sont toujours linéairement dé- 
pendants. (iomnie on peut supposer, d’après ce qui précède, que les 
supports de a et ne sont pas parallèles, on peut trouver deux 

Q 


Fig. 3. 

vecteurs OP et respectivement parallèles à a et à à tels que 

O? + 

Mais Op — aa, = /3à, a et |3 étant des nombres faciles à déter- 
miner, dès lors 

(xa ^ b — lc=0. 

O 1 a démontré la proposition suivante : Touti*ecteur c d^un ‘plan peut 
s'exprimer linéairement en fonction de deux vecteurs a et h de ce plan à 
condition que les supports de a et h ne soient pas parallèles. 

On verrait de même que quatre vecteurs de l’espace ne sont jamais 
linéairement indépendants et que tout vecteur a de l’espace peut donc 
s’exprimer par une combinaison linéaire de trois vecteurs non parallè- 
les à un même plan, c’est-à-dire qui formeraient un véritable trièdre 
si on leur donnait la même origine. 
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Donc, dans le cas du plan, tout vecteur peut s’écrire : 

— >• —>• 

P == Çl + Ç2 ^2 

et 02 n’étant pas parallèles, et, dans le cas de l’espace, tout vec- 
teur est de la forme : 

^ ^1 Oi -f- ^2 ^2 “h ^8 ^8- 

Si l’on donne aux ? toutes les valeurs de — oo à -j-oo, les formules 
précédentes représentent respectivement tous les vecteurs libres du 
plan et tous les vecteurs libres de l’espace ; ils s’expriment au moyen 
de deux ou de trois i>ecteurs de base, les et cela univoquement. 

On dit alors que les vecteurs du plan forment une multiplicité linéaire 
à deux dimensions, ceux de l’espace, une multiplicité linéaire à trois 
dimensions. 

10. L’algèbre vectorielle linéaire peut se fonder sur une axiomatique ; 
elle traite d’un ensemble d’objets à l’intérieur duquel on a défini l’addition ; 
cette opération satisfait aux axiomes de l’addition ordinaire, et l’on a défini 
la multiplication par un nombre, en satisfaisant encore à des axiomes faciles 
à dégager des indications du § 7. On complète ces axiomes en ajoutant le sui- 
vant : l’ensemble des vecteurs qu’on aura à considérer forme une multiplicité 
linéaire à n dimensions. Si n 2, notre ensemble est isomorphe à l’ensemble des 
vecteurs du plan ; si n = 3, il est isomorphe à l’ensemble des vecteurs de l’espace. 


Géométrie affine. 

11. Si l’on se donne arbitrairement deux vecteurs de base a^ et Ug, 

ou, pour ne pas compliquer l’écriture, a et b, il est possible de traiter 

tous les problèmes de la géométrie affine du plan, et si l’on se donne 
— ^ ^ 

trois vecteurs de base a, b et c, on pourra traiter tous les problèmes de 
la géométrie affine de l’espace. Rappelons que la géométrie affine étudie 
les propriétés des figures qui sont invariantes lorsqu’on transforme les- 
dites figures de façon qu’à tout point correspond un point, à toute 
droite, une droite, à tout plan, un plan, et que la droite de l’infini, 
ou le plan de l’infini, reste invariable. 

Le rapport de dwision d’un segment AB est une notion de la géométrie 
affine. Donnons-nous A et B au moyen de deux vecteurs a et à issus 
d’un point fixe 0 : 

ÔA, 
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le point C qui divise AB dans le rapport 

CB 


À C 



Fig. 4. 


est défini par le vecteur 


En eiïet, 


donc 

et par suite 


c = OC 


1 -|- X 


OC = OA + AC ; 

ÂC^ ICB, 

AC -f = T— a, 

h - - a 


CB == 


1. + X’ 


^ h — a a 4 - 7,b 

«+^T-n, = — • 


12. Résolvons quelques problèmes, 1. Trouver l’équation d’une 
droite passant par un point A et parallèle à une direction donnée. 

On aura, d’une façon générale, l’éqijation vectorielle d’un lieu, 
lorsque, s’étant donné un point fixe O, on aura exprimé le vecteur 
r = OP qui va de 0 au point courant P qui décrit le lieu, et cela, au 
moyen des données qui définissent le lieu et de paramètres variables. 

Si l’on se donne la direction de la droite cherchée par celle du support 
d’un vecteur 6, et si l’on pose OA — a, on aura 

OP = ÔA + ÂP, 

mais * 

► — ► 

AP ~ sb {s étant un nombre compris entre — oo et -[- o®) 5 
dès lors : "T —'a -\- st 


est l’équation cherchée, 5 y est un paramètre variable. 
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IL L’équation de la droite qui passe par deux points A et donnés 
par les vecteurs 

OA — a, OB = h 

s’écrit évidemment : 


ou encore 


On tire de là : 


r = a -j- « ( à — 'a) 

► " ► — ► 

= ^1 — s) Ci — j— s b. 


(1 — s) a sb — 1 r = 0. 


Les trois vecteurs a, b, r ont même origine et sont coplanaires : il 
n’est pas étonnant qu’il y ait une relation linéaire entre eux ; ce qu’il 
faut remarquer, c’est que la somme des trois coeflicients 1 — s, s, — 1 
dans cette relation est égale à zéro. La réciproque est évidente, dès lors ; 

Si trois vecteurs a, 6, c ont même origine, la condition nécessaire et 
suffisante pour que leurs extrémités soient en ligne droite est qu'il y ait 
entre eux une relation 

aa ^ b y ^ 

avec a + /3 + 7 — 

III. Montrons que les trois médianes d’un triangle se coupent en 
un même point. On se donnera le triangle O AB par les deux vecteurs 

OA = a et OB — b. 

Equation de la médiane issue de O : r = s - ^ [s, variable) 


Equation de la médiane issue de A: — a J {t, variable). 

Le point G d’intersection de ces deux médianes est défini par l’une 
et l’autre des deux équations précédentes pour un choix particulier 
convenable de « et de t ; on doit avoir : 


îa + iT— [^(1 — + 


comme a et 6 ne sont pas parallèles, ils sont linéairement indépendants 
et, par suite, la relation précédente n’est possible que si les coefficients 
de O et b sont nuis à la fois : 

\ -i + t=0. 


2 2 ~ 



d’où 

et 
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3’ 


ô^=ia+t). 


On aurait trouvé, à cause de la symétrie, que le point G' d’intersection 
de la médiane issue de O avec la médiane issue de B est tel que 

— —>■ 1 — ► \ 

06' = -{«+/,); 

G = G\ et la proposition est démontrée. 

13. Dans l’espace, il ne se présente pas de difficultés nouvelles. 

IV. Trouver l’équation d’un plan passant par un j)oint A et parallèle 
h deux droites. On se donne OA = a, et les deux droites par les vec- 
leurs b et c ; dès lors 

ÔP=ÔA + JP, 

mais ^ 

AP == s h 

et par suite 

r == a s b te {s, t, variables) 
est l’équation cherchée. 

V. Trouver l’équation d’un plan passant par trois points A, B, C ; 
on se donne 

ÔA=7, ÔB = t, ÔC=t; 

^ s{ÔB~ÔA) + tioC-^ÔA), 

a) ; 

(l — .S’ — i) a -1- t c — 1 r == 0. 


d’où 


Entre quatre vecteurs a, b, c, d de même origine et dont les extrémités 
sont coplanaires, il existe une relation de la forme 

a a -f- |3 b -f" y c -j- ô d = 0 

avec 

a4-/3 + y-T5=0. 

La réciproque est évidente et l’on peut formuler une proposition ana- 
logue à celle du § 12. 
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Il est inutile d’en dire davantage, le lecteur trouvera plus loin des 
problèmes qui lui permettront de comprendre, mieux que ne le feraient 
de longues explications, le jeu des équations vectorielles en géométrie 
affine. 


Produit scalaire de deux secteurs. 


14. Dans les considérations de la géométrie affine, les longueurs des 
vecteurs n’interviennent pas. La notion de produit scalaire, qui les fait 
entrer en jeu, est une notion de la géométrie métrique. 

Soient deux vecteurs a et 6 ; on appelle produit scalaire de a par b 
et l’on représente x^ar la notation 

a • 6 ou ou encore {a b) ^ 

le nombre p égal au j)roduit des longueurs de a et de b par le cosinus 
de l’angle B (défini à un multiple de 2?: près) que forme la demi-droite 
dont le sens est celui de a avec la demi-droite dont le sens est celui 
de b : 

a • b = ah cos B. 

C’est donc le produit de la longueur de a par la mesure de la projec- 
tion de b sur l’axe orienté dans le sens de a. 

On voit immédiatement par là que 

a • b ~ b • a, 


la multiplication scalaire est une opération commutatioe. 

Si tt . 6 = 0, ou bien a est nul, ou bien 6 est nul, ou bien a est per- 
pendiculaire à 6 ; la condition de perjiendicuiarité de deux vecteurs a 
et b s’écrira donc ; 

a - à = 0. 


La multiplication scalaire est distributwe par rapport à Vaddition, ce 
qui s’exprime par l’égalité : 

a • \ b c) ~ a • b a • c. 

La démonstration de ce fait est aisée, si l’on se rappelle que la pro- 
jection d’un contour polygonal sur un axe est égale à la somme algé- 
brique des projections de ses composantes. Sur l’axe orienté comme a, 
c’est-à-dire sur un axe parallèle à a et dont le sens positif est celui de 



-- 19 — 


en multipliant les deux menibres de cette égalité par a, on démontre 
la proposition énoncée. Il' est clair qu’on peut la généraliser pour une 
somme d’un nombre quelconque de termes, et pour deux facteurs qui 
sont chacun des sommes, le produit se fait selon les règles du produit 
des polynômes. 


Relations entre la géométrie analytique et le calcul sectoriel. 

15. On peut très facilement donner une forme vectorielle aux mé- 
thodes de la géométrie analytique et, par suite, obtenir une interpré- 
tation cartésienne des formules du calcul vectoriel. 

Soit un trièdre trirectangle Oxyz, que nous supposerons orienté de 
Z 


k 

Y 

J 


Fig. 5. 




façon que pour un observateur placé sur le plan xOy, le long de Oz, et 
regardant dans la direction Ox, l’axe Oy soit à sa gauche. 

Un tel trièdre est dit direct, son orientation est bien définie par la 
donnée de ses trois arêtes dans un ordre fixé ; il en est de même pour 
tout trièdre non-dégénéré. Sur chacun de ces axes, à partir de O, por- 

tons un vecteur de longueur unité ; ces trois vecteurs i, j, k formeront 
des vecteurs de base au moyen desquels on repérera tel vecteur de l’es- 
pace que l’on voudra : 

ir == x~i + y? -f zt, 

X, y, Z en seront les composantes ; ce sont des nombres relatifs égaux 
aux mesures des projections de o sur les trois axes. 
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Un point P est repéré par le moyen du vecteur 
OP — xi y j zk, 

X, y, Z étant les coordonnées cartésiennes de P. 

Le produit scalaire de 2 vecteurs 

■?= xT+ y 7+ et T' = a’ 7 + y'7 + z't 

s’obtient par la règle du produit de deux polynômes qui procède de la 
distributivité, et par la règle suivante 

aa'pb = apa‘ b 

qui résulte de la définition même du produit scalaire. Il faudra coiinaîire 
donc les produits des vecteurs de base les uns par les autres, or : 

1 


Dès lors : 


77=77= 77 =7-7= 77= 77= 0. 


(-.<-'= XX' + y Y' + zz'. 


Si ^ et e' sont deux vecteurs unités, X, Y, Z et X' , Y', Z' sont leurs 
cosinus directeurs {<x,/3,y) et (a', et e . <>' = cos0,ô étant l’angle des 

deux demi-droites e et rL- 

eosô + /3/3' -f yy'. 

16. Montrons l’usage du produit scalaire. Soit à démontrer que les 
trois hauteurs d’un triangle se coupent en un même point. On se don- 
nera encore le triangle par les sommets O, A, B : 


la hauteur issue de O est perpendiculaire à b — a, le vecteur OP — r 
joignant O au point courant sur cette ligne satisfait donc à l’équation 

r . {b — a) == 0 ; 

la hauteur issue de A, a pour équation 

( ->• ->-\ — ► 
r — a) • b = 0 ] 


et celle qui part de B : 


(T-7) .7=0. 
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Ces trois équations ont une solution r commune, car, en soustrayant 
les deux dernières membre à membre, on trouve la première. Il y a 
donc un point commun aux trois hauteurs. 

L’équation vectorielle du cercle de rayon d centré au point 
{pA = a ) est 

(T— a)* = 

on l’emploie comme l’équation carlésienne, mais les calculs sont plus 
rapides. (Voir les exercices à la fin du chapitre.) 


Produit çfectoriel. 

17. Le produit scalaire de deux vecteurs est un nombre; on sort 
de l’ensemble des vecteurs au moyen de cette opération intéressant 
deux objets de l’ensemble. Nous allons définir une autre opération 
qui n’est malheureusement ni commutative, ni associative, mais qui 
est distributive par rapport à l’addilion et qui, au moyen de deux 
vecteurs, permet d’on construire un troisième. Si l’on remarque que 
pour le calculateur, ou mieux pour l’algébristo, c’est la distributivité 
qui est la ])ropriéfé fondamentale de la multiplication, on sera fondé à 
appeler encore multiplication l’opération dont on vient de parler. Pour 
la distinguer de l’autre, elle est dite vectorielle et Je résultat est le pro- 
duit vectoriel. 



On appelle }>roduit vectoriel du vecteur a (multiplicateur) et du vec- 
teur b (niulti})licande) et l’on représente par ^ 

a X b 

qui se lit a cross~^, un troisième vecteur c qui se construit comme suit. 

^ On emploie dans d’autres ouvrages les notations [ a 6 ] ou a A 6, nous nous en 
tenons à la notation de Gibbs. 
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A partir d’un point 0 on mène a et è et l’on considère l’angle inférieur 
(ou au plus égal) à 180° que forment ces deux vecteurs. Si l’on balaie 
cet angle en allant de a vers 6, on tournera autour d’un observateur 
placé le long de la perpendiculaire au plan Oa, O b, issue de O, dans le 
sens positif ou dans le sens négatif suivant la façon dont l’observateur 
est placé le long de cette perpendiculaire. Il aura l’orientation de c, 
c’est-à-dire que c le traversera des pieds à la tête, si le balayage se fait 
pour lui dans le sens positif, c’est-à-dire dans le sens de sa droite vers 
sa gauche. On peut dire aussi que l’orientation du trièdre a, 6, c, est di- 
recte (comme celle du trièdre trirectangle Oi / A' ). La direction et le 
sens de c sont fixés ; sa longueur aura pour mesure le nombre qui me- 
sure l’aire du parallélogramme construit sur a et Â, 

I c I = \ ab sin 6|. 

En échangeant a avec b, on change l’orientation du trièdre ; pour la 
conserver il faut retourner c, donc 

a X b = — èxa. 


Le produit vectoriel n’est pas commutatif. Le produit a x b est nul 
si a = 0, ou si 6 = 0 on si les supports de a et b sont parallèles ; la con- 
dition de parallélisme de deux vecteurs s’écrira 

a X 6 = 0. 

On a 

a X a = 0. 


18. Il est distributif par rapport à l'addition, c’est-à-dire ; 
^ X ( 6 +"0 ) =~a X à-f^XcT 


La démonstration de cette règle se fonde sur le lernme suivant : 

Le produit vectoriel a x b ne change pas si dans la figure O, a, b 
l’on remplace l’un des facteurs, 6, par exemple, par un vecteur qui a le 
même sens et la même longueur que la projection de 6 sur la perpendi- 
culaire à a dans le plan O a, Ob^. 


' On pourrait dire que p est la projection de b sur cette perpendiculaire ; ce 
serait plus simple, mais il est préférable de conserver au mot projection son accep- 
tion ordinaire : c’est un nombre relatif, ce n’est pas un vecteur. 
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'a xt ='^ X 

Ce lemme est évident. Pour démontrer la proposition énoncée plus 
haut, on peut remplacer b et c par jS et y, obtenus en projetant b et c 



Fig. 7. 

sur un plan perpendiculaire à a, que nous choisirons comme plan de 
la figure. Si l’on remarque que 6 c se projette suivant |3 -f- y, la 
proposition à démontrer revient à faire voir que 


a X ( (3 -i- y ) — a X P a X y- 

D' 
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On trouve <2 X /3, a X y et a X V|3 + ;/ j en tournant |3, y et |3 + '/ 
de 90° dans le plan de la figure et en les multipliant par le nombre a. 
On obtient une figure OB*D*C' semblable à OBDC, mais 

oTy = 'ÔB> OC>, 

le théorème est donc démontré. 

On démontre, comme en arithmétique, que le produit vectoriel de 
deux sommes de vecteurs s’obtient en faisant la somme des produits 
des termes de chaque facteur, combinés de toutes les façons possibles, 
mais il faut faire cette restriction : l’ordre des fadeurs ne doit pas 
changer. 

Ainsi 

{a -{■ h) X {c d) a X c a x d b >\~c -{- b 

19. Si l’on rapporte les vecteurs de l’espace aux trois vecteurs de 
base i, /, k on obtiendra les cornjmsanles du veeleiir obtenu en faisant 
le produit vectoriel c x c' où 

7= À''?+ y7 + yX = xX + >-'7 + zX, 

en se fondant sur la valeur des produits vectoriels deux à deux des 
vecteurs de base et sur la règle qu’ex])rime légalité suivante; 


a a X / 3 /> = a /3 a X b. 

Or IX/ — k, J X k = i, k x f- = /, 

y x i — — k, k X i — — i y. k = — /, 

i X i ~ j X j k X k == 9. 

Par suite ; 

7xy== (YZ' (ZX'— AZ')f+(AY' — YA')?, 


ce qu’on peut écrire sous la forme symbolique aisée à interpréter et 
amie de la mémoire : 


(xT + y 7 + ^7) X (x'T + y 7 + z'T) == 


X Y Z 
X' Y' Z' 


où l’on imagine qu’on doive développer le déterminant suivant les élé- 
ments de la première ligne. 
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20. La mécanique introduit la notion de moment d’un vecteur AB 
par rapport à un point P\ c’est un vecteur lié M défini par la relation 

M =:j^ X ÂB ; 


en cartésien, c’esl-à-dirc; avec des coordonnées rectangulaires, si 

(JA = X I — |— y J — 1~ Z A', 

OP = x'i y' j 2 'A, 


et s i 


U = xT-i- y7+ : 


M == 


-V -> 

' / A 

X — x' y — y' Z — z' 
X Y Z 


Un autre exemple, où la notior» de produit vectoriel est utile, est donné 
par la cinématique du corps solide. Soit un corj)s solide tournant autour 
d’un axe avec une vitesse angulaire w; port ons le long de cet axe un vec- 
teur 0 ) de longueur a> et dans un sens tel que, pour un ol)servateur placé 
le long de l’axe et orierjté comme w, le solide tourne dans le sens positif, 
c’est-à-dire de la droite vers la gauche. Soit 0 l'origine de w, la vitesse 
c d’un |)oinl yl du solide se cah'ule alors par la formule : 


ou si OA 


' = ra X OÂ 


w X r. 


En effet, on sait que c = moment de oj relativement à A 

= AO X CO = O) X ÔÂ — CO X r. 

^ 

Si oj = P t + î / + = xi y / + "/'’ 

i ] k 

P q r = {qz — ry)i + {rx -- pz)j + {py- -q.v)k. 
X y Z 


C’est là une formule démontrée dans les cours de mécanique. 
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Produit mixte. 

21. Soient a, 6, c, trois vecteurs formant un trièdre direct (non forcé- 
ment trirectaiigle). On peut former divers produits avec eux : 
a-h-c n’a pas de sens, ce peut être {ab) c ou {ac) b ou (H) a ; 
a X b-c n a de sens que si on l’entend Va X b) • c, c est ce que nous 
ferons ; on appelle cette expression le produit mixte de a, b et c, c’est 
un nombre. 

• ^ . . . — ^ 

Si a X 6 est un vecteur qui fait un angle aigu avec c, la projection de 

c sur l’axe qui le porte est la hauteur du parallélipipède construit sur 

a, c (censés avoir la même origine), dès lors, puisque la mesure de 

a X b est celle de Faire de sa base construite sur a, 6, le produit mixte est 

la mesure du volume du dit parallélipipède. 

Si on change le sens de c, le signe de ce produit mixte change, mais 

1 orientation du trièdre Oa, b, c change aussi. Convenons dès lors de 

donner un signe au volume d’un parallélipipède dont on prend les 

trois arêtes aboutissant à un même sommet dans un ordre déterminé, 

le signe -j- si cet ordre définit un trièdre direct, le signe — dans le cas 

contraire. 

Avec celte convention 

a X b • c = volume du parallélipipède construit sur a, b, c issus de O. 
Mais un raisonnement tout semblable aurait donné le même résultat 

pour la double opération a - b X c, donc : 

Dans un produit mixte., on peut intervertir le point et la croix sans 
en changer la valeur : 

a X b’C~a-bXc; 

On représente souvent ce jiroduit mixte par la notation [abc). Il n’y 
a pas à craindre d’ambiguïté car abc n’a pas de sens en soi. 


En cartésien, si 


a — ai -}- jS / + 7 ^ 
b — a'i + j37 4- y'I^ 


a X b ^ c =z 


I / 


k 

a. ^ y 

a' /3' / 


.(«"r+/5"7+/'n 


On aura 
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et l’on trouve immédiatement 


a X b>c^a-bxc~(abc) = 


« /3 y 

«' | 3 ' / 

a" y" 


Double produit vectoriel. 


22. Etant donnés trois vecteurs a, h et c, on peut encore se proposer 
de les multiplier entre eux d’une autre manière : deux signes x indi- 
queront cette nouvelle opération. Mais, parce que la multiplication 
vectorielle n’est pas associative, la notation a X b X c n’a pas de sens. 
Ce sera a x {b x c) que nous calculerons. Le résultat est un vecteur 
qui est perpendiculaire à a et à la perpendiculaire commune de b et 
de c. C’est donc un vecteur situé dans un plan parallèle à é et c. On aura 
donc 

a X {b X c) ~ 1 b pc, (1) 


1 et fx étant deux nombres à trouver. 

On le fait aisément en calculant d’abord le double produit parti- 
culier b X (t X c). En prenant le plan de b et c, supposés avoir même 
origine, comme plan de la figure, ce produit est un vecteur situé dans 
ce plan, soit ÔS évidemment perpendiculaire à b. Mais on a, si $ est 
l’angle de b et de c : 


|n| = b^c sin ô, et Tx (b x'î) = OS = ÔQ + QÊ, 


QS étant parallèle à é; d’ailleurs : 

5 



Fig. 9. 


lô^| = l^L6»c=(tT)c 

' sinô 

|Ç^| = = b^c cos 0 = {b c) b 
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et par suite 


= {1:7} t, 


dès lors : 

l> X {bxc) = {bc) h — 


(2) 

et de même 

tx (■fcxt) = a7)t- 

-{t1)7. 

(3) 

Multiplions 

scalairement les deux membres de (1) par b et. 

en consi - 

dérant {h x c 

) comme un facteur du produit mixte a X {b 

X~c) ‘~b, 


intervcrtissoDs le point et la croix; on aura, en appliquant (2) 

X (6^>)-f^(/>c)=a[(/>Xc)x/^] = u [— ( ^ c ) 64- ( ) c j ; 

en multipliant scalairement par c et en tenant compte de (3), on a une 
relation analogue. Dès lors pour définir \ et on a les deux équations : 

b h) IX {b c) — {a c) {b b) ~~ {a b) {b c) 

lib c) -}-|[/(cc) = {a c ) (t c) — {a b) {c c). 

Le déterminant des coelîieients des inconnues est h'^c^ — cos^Ô = 
b^c^ÿ\ri^B qui est difîérent de zéro si b ou c ne sont pas des vecteurs nuis 
ou si leurs supports ne sont pas parallèles. D’ailleurs, dans l'un ou 
l’autre de ces cas, le double produit est évidemment nul et notre calcul 
serait sans olijct. Dès lors que les deux équations jirécédcntes sont 
indépendantes, 

= a c et IX ~ — a b, 

par conséquent : 

a X \b X c ) ~ \ a c ) b — \ a b ) c ; 

et cette formule est valable dans tous les cas, même si ècsiiiô = 0. 
On a de plus la formule intéressante 

a X {b y: c) b X {c X a) c X {a X b) i). 


Produits de quatre facteurs. 


23. Deux nouvelles formules vont être utiles pour les applications. 
1. (ax^)x(c*xd) = vc-{- 

mais aussi ~ g a r b. On tirera de là l’expression de d en fonction 
linéaire de a, b et c. 
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On a (c/ § 21) : 


(a X h ) X ( c X ?) = (a X h^dYc -(a X )~d = (~a~b^Jc — (a'h^ Jd 

(axh) x(cx^) — — {cxdJj )^-{-(cx‘^-‘a)'h= — Çcdtya-^-Çc'd^yî) 

d’où : 

( b c d) a a d c ) /> + ( (i^b d)c — (a h c Jd — 0 


{d. b c) {d (‘ a ^ (d a b) ->■ 

(nf?) "" C^) UfT) 


( 1 ) 


les coelRcients de a, h, c sont des quotients de volumes. 
Dans le cas particulier où i, ^=7) 'c~~k, {~a^}~c) 

(^î?) = (7/^)=(ir)=A', 010. 

II. ( TT X t) . ( "x 1 ) = " /Tx ( O X ^) = « [( 


vaut 1 et 

-(îr)^] 


d’où : 


(« xT).(TxT?) = 


a^) (7,7) 
(71) (77) 


(2) 


Applications à la trigonomctrie sphérique. 

24. Cette dernière formule permet d’obtenir immédiatement les 
relations fondamentales de la trigonométrie sphérique. Soient a |3. y 
trois vecteurs unités issus d’un point 0 et formant un trièdre direct ; 
leurs extrémités sont les son»mets d’un triangle sphérique, dont les 
côtés seront nommés a, b, c et les angles A, B, C. 


A 
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Dans la formule (2), § 23, faisons a = cty~b = = 

(«xi).(7x-:)= 55! !S ; 

(aa) (|3a) 

mais { oty) — cos b, /3 y ~ cos a, oc = cos c, = 1, de plus, 
a X |3 est un vecteur perpendiculaire à la face OAB, sa longueur est 
sin c; y X oc est perpendiculaire à la face O AC et sa longueur est sin b. 
Ces deux vecteurs percent la sphère aux points C' et B' (en admettant 
que O est leur origine), qui sont deux sommets du triangle A^B*C^ 
polaire de ABC (voir p. ex. Rouché et Comberousse, « Traité de géo- 
métrie», t. II, p. 173) l’angle de ces deux vecteurs est le supplément de 
l’angle A du triangle sphérique donné, dès lors 

(a X fi) ■ i y X oc) — sin c sin b cos (tt — A) 
et par conséquent 

cos b cos c — cos a = — sin b sin c cos A, 

d’où : 

cos a = cos h cos c -j- sin b sin c cos A, 
et les deux relations analogues. 

La formule (I) § 23 développée et appliquée aux vecteurs a ^ oc, 
b-=- fi, c = y, d^a : 

Uxl)x(yx7)^-(a^y)7 

conduit bien aisément à la relation des sinus : 

sin a sin h sin c 

sin^ sinj^ sin 6’ ’ 

nous laissons au lecleur le soin de l’établir. 


Remarques sur la division. 
25. Il est clair que la relation 


où a est un vecteur et s un nombre donnés ne définit le vecteur x qu’à 
un vecteur additif près perpendiculaire à a. De même l’équation : 


a X X — 
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étant donné, ne définit x qu’à un vecteur additif près parallèle à a. 
Mais les deux équations définissent ensemble en général un seul vecteur 
car, si Xo est une solution particulière de la seconde équation, 

->• 

a: = ÆTo -f- X a 


en est la solution générale; en substituant dans la première, on trouve 

^ A' — axo 
A = s , 

et 


s — a Xq -> 
X ~ Xo d -g a 


est l’unique solution du système proposé. 

Ce sont de telles remarques qui conduisent à la théorie des qualer- 
nions dont nous n’aurons pas à tirer parti dans ces leçons. 


Exercices. 

1. Montrer qu’on peut construire un triangle dont les côtés sont 
égaux et parallèles aux médianes d’un triangle donné. 

2. Les milieux des diagonales d’un quadrilatère complet sont en 
ligne droite. 

3. Les milieux des côtés d’un quadrilatère gauche sont les sommets 
d’un parallélogramme. 

4. Un plan coupe les 6 aretes d’un tétraèdre en 6 points ; on consi- 
dère sur chaque arcte le conjugué harmonique de chacun de ces points 
par rapport aux sommets de l’arcte ; montrer que les 6 plans menés 
par les 6 nouveaux points et les arêtes opposées se coupent en un point. 

5. Dans un tétraèdre, les droites qui joignent chaque sommet au centre 
de gravité de la face opposée sont concourantes. 

6. Un triangle ABC est coupé par une transversale DEF (D est sur 
BC, E sur CA, F sur AB), montrer que l’on a 

PB EC FA 
DC ' EA’ 

7. Démontrer les propositions relatives aux bissectrices d’un triangle. 

8. T rouver la droite passant par un point donné et coupant deux 
droites données. 
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9. Les médiatrices d’un triangle se coupent en un même point. 

10. Equation de la droite perpendiculaire à deux vecteurs h et c, et 
passant par un point A. 

11. a et b étant deux vecteurs de même origine, quelle est la signi- 
fication de l’expression 

( a b ) b 

n. r 

}, 2 . 

12. a, b, c étant trois vecteurs non-parallèles à un même plan, mon- 
trer que la solution unique du système 

a • X A, h • X — B, c • x = C\ 
où A, B, C sont trois nombres donnés, est 


Ab X c + rie X a A- ^ X b 
( a b c ) 


13. ElTectvier les produits suivants ; 

( a X t).[a X 1) X Ce X T)] ; " X [î X (T X d )]. 

14. Trouver la longueur de la jierpendiinilaire coinmune à deux droites 
données parallèles à a et b et issues de deux points C et D. 

15. On mène par le sommet d’un angle trièdre une droite dans chaque 
face, ])erpendiculairement à l’arête opposée, ces trois droites sont dans 
un même plan. 

Le lecteur complétera ces exercices en reprenant les théorèmes de 
la géométrie analytique et en cherchant à les démontrer par la mé- 
thode vectorielle. 



CHAPITRE II 

Géométrie infinitésimale. Courbes gauches. 


Vecteur çariable. 

26. Etablissons une correspondance entre les diverses valeurs d’un 
paramètre réel t comprises dans un intervalle (a, h) et un vecteur 

variable r de telle façon qu’à une valeur particulière de t corresponde 
un et un seul vecteur r bien déterminé. On dira alors que r est fonc- 
tion de t, ce qu’on écrira 

7= f\t) ou '7=T{t). 

Cette fonction sera dite continue en t = tj^ si, à tout nombre positif e 
arbitrairement petit, on peut faire correspondre un nombre y] tel que 

|r‘(<) — T (<i) I < e 


l<— 


On dit aussi, que, r(<) a pour limite r{ti) lorsque t tend vers d’une 
manière quelconque. Une fonction r(t) est continue dans l’intervalle 
(a, b) si elle est continue pour chaque valeur de t^ située dans cet inter- 
valle. 

On peut définir la dérivée de r{t) qui sera encore un vecteur fonction 

de t. Si la limite du rapport Liîil existe, lorsque t — t^ tend vers 

zéro d’une manière quelconque, c’est elle qu’on appelle la dérivée r^(0* 


8 
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On peut poursuivre, comme en analyse, et définir les dérivées successives 

Le calcul des dérivées de vecteurs variables suit des règles parfaite- 
ment semblables, voire identiques, aux règles de dérivations des fonc- 
tions scalaires. 

Ainsi 

{m{l)'r{t)) = m'(t)7{t) + m(t)r‘(t) 

d /— ► — ► \ — ► — ► — ► 

^ VU X j = w' X -f w X ; 


dans cette dernière formule, on doit faire attention à l’ordre des fac- 
teurs. 


d 

dt 

d 

dt 


\u . w ) = id ^ U • 

(it fv ) = {id ) -j- ) + 


(?^ w'\ 


Si U est fonction de i et si ^ est fonction (scalaire) de s, le théorème 
des dérivées des fonctions de fonction s’écrit 


du du dt 

ds dt ds ' 


Toutes ces formules se démontrent bien aisément. 

On dira que r [t) est un vecteur fonction analytique de t dans le voi- 
sinage de la valeur t^, si pour les valeurs de t suffisamment voisines de 

la fonction r[t) est définie par un développement convergent de la 
forme : 

r [t) = ao a lit — t^ + ^2 -f- ... + «n — ^i)” + • • • ? 


les üi étant des vecteurs indépendants de t (mais non de fj) et la conver- 
gence d’une série pareille se définissant, grâce à la notion de limite d’un 
vecteur variable, d’une manière analogue à la convergence d’une 
série de fonctions scalaires. 
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On voit, sans peine, que dans ce cas r{t) possède en « = des dérivées 
de tous les ordres, et l’on a : 

7(«i) = Z 

T'(«i) = cTi 
7"{ti) = 2a^ 




et dès lors 


n ! 


{t~hr+ ... 


est le développement taylorien de la fonction analytique r{t) dans 
le voisinage de 


Courbes gauches, 

27. Soit donnée une fonction r{t) ; imaginons que tous les vecteurs 
r{t) aient la même origine O, leurs extrémités P décriront un certain 
lieu. Supposons que pour toutes les valeurs de comprises dans l’in- 
tervalle (a, 6), r{t) soit développable comme il a été dit ci-dessus, P 
décrira une courbe gauche, ou mieux un arc de courbe gauche qui sera 
dit un arc analytique. Cet arc analytique sera de plus régulier, si pour 
aucune valeur de t dans cet intervalle, r' (t) n’est un vecteur nul. Les 
points P de cet arc seront des points ordinaires ou réguliers. Dans la 
suite, nous ne nous occuperons que d’arcs analytiques et réguliers ; 
nous laisserons de côté l’étude des points singuliers des courbes gauches. 
Si r = r{t) est l’équation d’une courbe, nous ne nous soucierons que des 
valeurs de t dans le voisinage desquelles r{£) est analytique, et r\t) ^ 0. 
Il serait facile de rendre les hypothèses moins restrictives ; il suffit, 
par exemple, pour la théorie de la courbure, de supposer que r‘‘(t) existe 
et que r'{t) ^ 0 ; pour la torsion, il faut encore supposer que existe. 

28. Soit A un point d’une courbe gauche. Choisissons sur la 
courbe un sens de parcours, grâce auquel nous définirons Vabscisse 
curifiligne d’un point P quelconque, ou l’arc AP, comme un nom- 
bre relatif. Prenons, par exemple, le sens qui correspond aux va- 
leurs croissantes de t, et supposons que lorsque t varie de a à i le point 
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correspondant de la courbe aille de ^ à jP toujours dans le même sens, 
l’intégrale 

( 

J'\'r'{t)\dt 

a 

existe si la courbe est analytique, elle mesure précisément l’abscisse 

curviligne de P ou l’arc s= AP. Si, lorsque t variant toujours dans le 
même sens, le point P revient en arrière, il faudra changer le signe de 

|r'(i)| pour que l’intégrale précédente représente toujours l’abscisse 
curviligne de P. On a donc pour l’élément d’arc la relation 

ds = zb \ r'{t) \ dt, 

le signe étant précisé comme on vient de le voir. 

En coordonnées cartésiennes, 

T(e) = æ (t)T +y{t)J+ z{t)t 

T'(t) = æ'(«)T+ j/'(t)7+ 

ds =zdz sjx*^ -f- 4* z^^dt. 


Il est dès lors préférable d’utiliser le paramètre de représentation s 
au lieu de i ; c’est ce que nous ferons pour étudier les propriétés diffé- 
rentielles des courbes gauches. Il sera entendu qu’on a choisi une 
origine A sur chaque courbe étudiée et, de cette origine, on compte les 


. • .1 iw • dr dr ds 

arcs s ; r est analytique en s si elle 1 était en t, car -r- — — * -7- et 
^ ‘ ^ ' ds dt ' dt 

~ ^ 0 si ^ 0, car ^ ne saurait être infini, avec les hypothèses 


formulées. 


Trièdre principal. 

29. Soit donc r = r{s), l’équation vectorielle d’une courbe gauche T. 
Le vecteur 

7 =7' (s) 


est la limite du vecteur variable 

T(^i) —7{s) 

$ 1 — s 

lorsque tend vers s. Il est manifestement de longueur un, car, sur les 
arcs analytiques et réguliers, le rapport de la corde à l’arc qu’elle sous- 
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tend tend vers l’unité lorsque l’arc tend vers zéro. Son support est une 
droite dite tangente â la courbe au point P{s). Dorénavant nous dirons 
que t est le vecteur-tangente ou la tangente. Il est dirigé dans le sens 
des arcs croissants ; si on change le sens des arcs, t change de sens. 

Reportons, à partir d’un point fixe, O par exemple, les vecteurs t ; 
à chaque point P de la courbe F correspondra un vecteur t et l’extrémité 
Q du vecteur équipollent mené de O décrira, sur une sphère de rayon 
unité, une courbe qu’on nomme V indicatrice des tangentes de F. Ce vecteur 


^( 5 ) a une dérivée perpendiculaire à 0^, dont le support et le sens 



définissent un vecteur unité n qu’on appelle la normale principale 
à F en P, lorsqu’on ramène son origine en P. Donc, par définition, 

dt n 

- étant un nombre positif égal à la longueur de 

On construit encore en P un vecteur la hinormale à F en P, qu’on 
définit par la relation 

b = t X n; 
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les trois vecteurs n, b forment donc un trièdre trirectangle direct 
qu’on appelle le trièdre principal ou le trièdre de Serret de la courbe F 
au point P. Le plan Pt^ Pn est le plan osculateur à la courbe en P, le 
plan de n et è en est le plan normal et celui de t et 6 s’appelle le 
plan rectifiant. 


30. Soit (T l’arc compté sur l’indicatrice des tangentes à partir d’une 
origine arbitraire et dans un sens tel que cr croisse lorsque s croît ; a est 
en effet une fonction de s. L’élément d’arc da, pris en valeur absolue, 
mesure l’angle de deux tangentes infiniment voisines. Or 


dt dt d(j 
ds dü ds 


mais 


do angle de deux tangentes 

-J- — lim ; — 1 : ; 

ds arc de i entre les points de contact 

1 

on appelle cette limite la courbure de F en F ; on la représente par - 

P 

et P est une longueur qu’on nomme le rayon de courbure à F en JP. 


Cependant ^ est le vecteur unité tangent à l’indicatrice en Ç, c’est n. 


31. Il est utile de considérer en même temps que l’indicatrice des 
tangentes, celle dos normales principales et celle des binormales. Mais, 



avant tout, il convient de remarquer que le sens de la normale princi- 
pale est indépendant du sens choisi pour les arcs croissants. Si on 
change ce sens, en effet, t change de sens ; la nouvelle indicatrice des 
tangentes est le lieu des points diamétralement opposés aux points 
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de l’ancienne, mais ce nouveau lieu est parcouru non de Q' vers ÇJ 
(symétriques de Q et mais de ÇJ vers Q* ; les tangentes en Q et en 
Q' sont alors parallèles et de même sens (fig. 12). Le sens de la normale 
principale est donc indépendant de la convention faite sur le signe de 
s. Puisque h = t x n, le sens de b est changé lorsque l’on change cette 
convention. 

La famille de trièdres trirectangles ramenés à avoir O comme sommet 
est formée par une succession de positions d’un trièdre trirectangle 
direct T. Convenons de considérer s comme une variable mesurant le 
temps ; lorsque s varie, le trièdre se meut en conservant son sommet, 
soit T{s) sa position pour l’instant s. Un point B lié à ce trièdre aura. 



relativement à l’espace fixe dans lequel on étudie F, el. à l’instant s, une 
• • dOB ^ T_ i_ 1 • • J 1 

certaine vitesse v — — . Un va chercher les projections de c sur les 

3 axes t, n, b du trièdre T (s). Il faut entendre que, du trièdre T{s) 
considéré comme fixe, se détache un trièdre identique qui, à l’instant 
s, a la position du trièdre 7\s-}~ds). 

On a vu au § 20 qu’il existe à chaque instant un vecteur w issu de O 

tel que = ce X OB ; la distribution des vitesses des points B est à 
chaque instant celle qui serait due à un mouvement de rotation du 

solide autour de l’axe qui porte w, w mesurant la vitesse angulaire due à 
cette rotation. 

On a donc : 


dOB 

ds 


X 


ÔÊ. 


On appellera ce vecteur w le çecteur de Darboux. 
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Si l’on veut obtenir les projections de sur les trois axes n, a, il 

sufüra de développer 

t n b 


où l’on a posé 




a (3 y 

^ r> K 


(ii — oct -\-yb 

ojS = + 


Formules de Frenet. 

32. On appliquera la formule précédente aux points extrémités de 
ty de n et de b, arêtes des Irièdres de sommet O. On aura tout d’abord : 


dt 

ds 


t n b 
a ^ y 
1 0 0 


-13 b, 


dt n 

mais on sait que -j— = ~ , donc j3 = 0, /c vecteur de Darboux est normal 
^ ds P ^ 


à n ; de plus y = -« . 


dh 


Il est plus simple de 'prendre d’abord ; on a ^ = 0, >7 = 0, Ç = 1 


db 

ds 


_ — 


Mais cît est l’angle de deux binormales infiniment voisines, c’est 
aussi l’angle de deux plans osculateurs infiniment voisins. Le rapport 

est donc la limite du rapport de l’angle des plans osculateurs en 

P et P' à l’arc PP' lorsque P' tend vers P ; on appelle cette limite 

. 1 . 

la torsion de la courbe F en P, soit - . On convient de donner un signe 

à la torsion ; db est parallèle à n: si a le même sens que n, la torsion 
sera négative, si dè a le sens contraire au sens de n, elle sera positive 
Dès lors, puisque 

Idtl 


dv 


= — = 


^ C’est la convention contraire qui est faite dans le Cours d’ Analyse de M. Goursat. 
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on pourra écrire avec notre convention 


1 

et « = ~ . 

T 

Enfin 



n 

T 


dn . • 7 »' ^ ^ 


Les trois formules 



j if é n 

\ ds ~~ T 


sont les formules de Frenet. 

En coordonnées cartésiennes, si la courbe est donnée par l’équation 
7(8) = x{s)T-]- y{s)T-\- zis)!^ 


ou paramétriquemenl ; 

x = x{s), y=:y{s), Z = z{s), 

les composantes de t : x'{s), y'{s), z'{s) sont les cosinus directeurs de la 
tangente ; on les représente habituellement par a, jS, y. Ceux de n seront 

a', |S', et ceux de b, cd' ^ |3", y" . Les formules de Frenet s’écrivent 
alors 

et six formules analogues en changeant 
a en |3 et en y 
od en |3' et en y* 
od' en |3" et en y". 




-- 42 — 

33. Grâce aux formules de Frenet, on calcule facilement p et t. 

dt 

Puisque ^ = r"(s) = — , on tire de là, en multipliant scalairement 
les deux équations 

7'f = ^ 7" = ? 


membre à membre : 

d’où 

D’autre part 


r"2 

■p*' 


-;=Pi. 


ds 


n 

T 


donc 


1 db 

“ = — n - 
T ds 


n = pr" et b = txn = pr'x r" , 

-pV". ~i7' y.7"}~p^7’’.(7' X>); 


ce dernier produit mixte est nul ; de plus 
d 


7 ” • -f C? X 7") => . (> X 7 ' ) +> . (T' X 7"), 


le premier terme du second membre est nul et par suite 

1 


Enfin 


î . {7 X >) = p^ {7 7'7') . 

1 (T' ») 


r ‘ r' 
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En coordonnées cartésiennes : 


i = + ÿ»» + z"* 

P 


X’ y’ 
x" y" 




La courbure est une expression irrationnelle, tandis que la torsion 


s’exprime rationnellement en fonction des dérivées de r (ou des coor- 
données du point courant de la courbe F). 

Il faut remarquer que les dérivées qui figurent dans les formules tant 
vectorielles que scalaires qui précèdent sont prises par rapport à l’arc 
s. On peut proposer au lecteur de chercher comment elles se transfor- 
ment, si au lieu de l’arc on prend un paramètre de représentation t 
quelconque (c/. exercice à la fin du chapitre). Ce qu’il faut remarquer 


immédiatement, c’est [que ^ est parallèle la tangente t, dépend 


linéairement de t et de n, etc... d’une manière générale : 


d^r d^r 

-7- est linéaire en t. n,... -7— 


Déi^eloppements en série de Taylor. 

34. Il est clair qu’au lieu de se donner un vecteur r variable en fonc- 
tion d’un paramètre t par un développement en série en il est préfé- 
rable, du point de vue géométrique, de prendre pour argument variable 

l’arc s de la courbe décrite par l’extrémité de r. On aura 


r = 4- ai (s — «„) + {« — + a3(s — s,)» + ... 


mais puisque 



on aura, d’après les formules de Frenet : 


ai = aa = 

^Po 


03=5 


L Po Po Po^oJ 
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On peut tirer de là des renseignements précis sur l’ordre de grandeur 
de la distance d’un point de la courbe à une tangente, à un plan oscu- 
lateur, etc... Par exemple, si s — est un infiniment petit d’ordre un, 
la distance de P(«) à la tangente en Pq{sq) est d’ordre deux^, sa distance 

au plan osculateur de est ^ . On peut d’ailleurs 

^ ^ 0^0 

écrire r — ~ + 2/^o “1“ ^ trouve 


y — ^ {* — ®o)* — (* — ®o)* + ••• 

^pl 


Premières notions sur les surfaces. 

35. Une surface peut se définir au moyen d’un vecteur variable 
dépendant de deux paramètres, 

'r=’r{u, 

dont l’origine est fixe. Pour simplifier l’exposé, on imaginera que cette 
fonction r est analytique, c’est-à-dire qu’elle est développable en série 
autour d’un couple de valeurs (i/^, : 

Wo) + M''— ‘’o)+^'«— — ‘'o)“+- 

Un point P^, tel que OP^ = r{UQ, sera un point régulier de la surface 
si, dans le développement de r autour de (i/^, Cq), le produit vectoriel 
a X 6 est différent de zéro. 

Dans d’autres circonstances, une surface peut être définie par une 
équation entre r et des grandeurs géométriques données, non résolue 
par rapport à r, en d’autres termes, par une condition à laquelle est 
assujetti tout point qui en fait partie. On écrira symboliquement 

ir(7) = 0 ou Fiôp) = 0 ou §?(/>) = 0, 

^ Si pQ est un point d’inflexion, cette distance est d’ordre supéiieur à deux; dans 

1 

ce cas — = 0. 

Po 
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et il faudra entendre, dans les deux premiers cas, que r ou OP sont sou- 
mis à des opérations définies en algèbre vectorielle et dont le résultat est 
un nombre nul. La dernière forme sera utile dans la théorie des champs. 

Si on établit entre u et une relation arbitraire, on définit sur la sur- 
face une certaine courbe. L’ensemble des courbes passant par per- 
met de considérer un ensemble de droites, leurs tangentes, qui sont 
parallèles au plan 

«a |36. 


Ce plan passant par Pq est dit le plan tangent à la surface en P^j. Il est 

... 

bien déterminé en tout point régulier puisque a n’est pas parallèle 
à b en un tel point. 

On voit aisément que les vecteurs a, b, c, d, e,.,. sont, à des facteurs 
près, des dérivées partielles de r, dont la définition est en tout point 
semblable à la définition des dérivées partielles d’une fonction sca- 
laire : 




^ 2 c}u^ 2 ^ 2 


La normale au plan tangent est parallèle au vecteur a x b ; on pren- 
dra une normale unité définie par l’équation 

dr dr 

^ X -r 

N 

(fu ^ dv 

ce sera ce vecteur qu’on appellera la normale à la surface. 


Eléments de la théorie du contact, 
36. Soient deux courbes et Cg 

^ = T(«). 

"^2 = 'sw, 


supposons qu’elles aient un point commun correspondant aux va- 
leurs ^ et U — Uq de leurs paramètres de représentation. Etablis- 
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sons entre ces deux courbes une correspondance ponctuelle de 

telle façon que arc P^P^ = arc PqP 2 ^ En désignant par s l’arc compté 
à partir de on pourra écrire 

'j^2==^2W 

et les points correspondants Pi et P^ sont ceux pour lesquels le para- 
mètre s a la même valeur dans ces deux équations. 

On dit que les deux courbes Cj et C 2 ont un contact d'ordre n en P^ 
si les n 1 équations suivantes sont vérifiées ; 

";i(0)=^(0), K(0) = 4(0)... 

et si l’on a ; 

Cela revient à dire que les développements en séries de et de r^ sont 
identiques jusqu’aux termes en ils diffèrent à partir des termes en 
^«4-1. Ou encore 

~ri{s) — "r^is) — + Ps -f ...], A^O, 


ce qui montre que la distance de deux points correspondants Pi et Pg 
est d’ordre n+l par rapport à l’arc P^Pi- On voit aussi que les deux 
courbes Ci et C 2 ont n + 1 points d’intersection confondus en un seul. 

Les équations qui expriment les conditions du contact s’interprè- 
tent géométriquement d’une manière simple, tout au moins jusqu’à 
l’ordre trois ; on a en Pq : 


J^i ( pî^i 

pi pi 


ti — ^2 

ni /Î2 

pi p2 

__ il 4 _ 

P2 


p2^2 

p2 P2'^2 


c’est-à-dire que Ci et C 2 ont la même tangente en Po> la même normale 
principale (donc le même plan osculateur, et la même binormale) et 
la même courbure, que leurs torsions y sont égales ainsi que les dérivées 
de leurs courbures par rapport à l’arc. 

37. On peut définir aussi le contact d’une courbe et d’une surface 
en un point qui leur est commun. Si, par ce point, on peut tracer sur 
la surface une courbe qui ait avec la courbe donnée un contact d’ordre 
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n, sans qu’il soit possible d’y tracer une courbe ayant un contact d’ordre 
supérieur à n, on dit que la courbe et la surface ont en ce point un con- 
tact d’ordre n. Il est clair dès lors que la courbe et la surface ont 
n i points communs qui sont confondus en un seul. Supposons que 
la surface soit donnée par l’équation 

fG) = 0, (1) 

et la courbe par l’équation 

r = -4“ — ^ 0 ^ 4* ^2 — ^ 0 /^ 4 ••• ; (2) 


si l’on substitue dans (1) à r l’expression (2), on peut obtenir une iden- 
tité, ce qui signifiera que la courbe est tout entière sur la surface; mais 
en général, on obtiendra une fonction de t qui s’écrira 

4o + /q) -f- 4- ••• 

Supposons que 

4o = = ^2 - . . . = = 0 

Alors i^(r ), pour r donné par (2), se réduit à : 

{t — [An+I + y4n+2 {i — g 4- ...] 


Or cette expression s’annule pour n -f- I valeurs de t confondues avec 
ce qui veut dire^ que les équations (3) expriment les conditions du 
contact d’ordre n de la courbe avec la surface. 


Courbes et surfaces osculatrices à une courbe donnée. 

38. Une courbe dépendant de k paramètres a^, ... a* est osculatrice 

à une courbe donnée é7, en un point P, si l’on a déterminé les k para- 
mètres de façon que les deux courbes aient en P un contact aussi élevé 
que possible. 

Les droites de l’espace dépendent de 4 paramètres ; en écrivant 
qu’une d’entre elles coupe la courbe donnée en un point donné , on fixe 
deux de ces paramètres, car toutes les droites issues d’un point nedépen- 

* Il suffît de répéter ici un raisonnement bien souvent fait en géométrie analy- 
tique ; ce n’est que pour éviter des redites fastidieuses que nous renonçons à rappe- 
ler toutes les articulations de ce raisonnement. 
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dent que de deux paramètres ; on fixera ces deux derniers en écrivant 
que la droite est tangente à la courbe. Ainsi la tangente à une courbe 
en est la droite osculatrice. 

Un cercle de l’espace dépend de six paramètres. Il sera osculateur 
en un point d’une courbe gauche s’il passe par ce point, si sa tangente 

en ce point est la tangente t à la courbe, si sa normale principale y est 

1 

la même que celle de la courbe et si sa courbure est égale à - . On voit 

donc que les six paramètres sont déterminés par ces conditions. Le 
cercle osculateur est dans le plan osculateur, son centre est le point C 

tel que P? = pn^ il est sur n, son rayon est p. Le contact est dès lors 
d’ordre trois. Il peut être d’ordre supérieur en des points particuliers 
de la courbe. 

Un examen plus précis et — il faut en convenir — rendu plus aisé 
par les équations cartésiennes, permet de montrer qu’une courbe dé- 
pendant de 2n -f 2 paramètres est osculatrice à une courbe gauche 
donnée si le contact est d’ordre n -f- 1. 


39. Une surface dépendant de n paramètres est osculatrice à 
une courbe en un point donné si on a déterminé les paramètres de façon 
qu’elle ait en ce point avec la courbe un contact d’ordre n. 

On voit sans peine que le plan osculateur en un point Pq d’une courbe 
y a bien un contact d’ordre deux avec la courbe. D’abord le plan passe 
par Pq, son équation est 

0 , 

où a est un vecteur dont la direction, qui seule importe, est inconnue. 
On remplace r par son développement au voisinage de Pq et on écrit 
que les coefficients de s — et (s — 5^)^ sont nuis : 

t a = 0 



donc a est perpendiculaire à t et à n : a = 6. 

Une sphère dépend de quatre paramètres, elle pourra avoir un contact 
d’ordre trois avec une courbe en un point donné, elle sera alors la 
sphère osculatrice à la courbe en ce point. Soit 


(7— — a2 = 0 
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l’équation d’une sphère de centre S, avec = iî, et de rayon a. On 
remplace ^ 


»• pat '•o+*(s— V + 2^(s- 






‘ + 


et Ton écrit que les termes jusqu’à celui en (s — Sq)^ sont nuis : 


(7„-Îj)t-a» = 0, 
2(7„-7?)T= 0, 

P 



par conséquent le vecteur P^S qui va du point au centre S de la 
^hère osculatrice et qui vaut H — a les projections suivantes sur 
t, n, b : 

0, p, zp\ 


car on déduit des équations précédentes : 


{■s-7,)r=o 

(7?-.-7„)n=p 






Le centre de la sphère osculatrice est donc sur l’axe du cercle oscu- 
lateur, qu’on appelle la droite polaire de la courbe relative au point 
à une distance comptée dans le sens de à, égale en valeur relative à 
rayon de cette sphère est donc : 


a = 



40. Comme exercice qui nous montrera, mieux encore que nous 
n’avons pu le voir jusqu’ici, le jeu des formules de Frenet, esquissons 
le calcul de la courbure et de la torsion de la courbe 6\, lieu des centres 
des sphères osculatrices à la courbe C. Si 


r = r{s) 


^ On supprime ici, pour alléger l’écriture, l’indice zéro à n, etc... 


4 
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est réquation de C, celle de est 

le paramètre de représentation de est l’arc s de C. 

En différentiant, on trouve 

‘i'-i = [< + f> ^ + p'n + rp’ ^ j ds, 

d’où, en tenant compte des formules de Frenet et des relations d’ortho- 
gonalité de t, rij b : 

d^, = tds(^^+Tp'' + Z'p'y 

« 

mais dri est parallèle à ; donc on peut prendre 

'’t 

== é, 

la tangente à Ci est parallèle à la binormale au point correspondant de 
C, D’ailleurs 

dvi tidsi 

Si étant l’arc de Ci compté à partir d’une origine arbitraire ; dès lors 




ds 




ce qui fixe le sens des arcs croissants sur 


De 


b, 


on tire 


dti 

db ds 



dsi 

ds dsi 





ce qui s’écrit 


Hi — 

n ds 



pl 

T dsi 





d où = n 

ou — n 

suivant le signe de ' 



ds J 1 

1 . ^ 



^ ST 1 


De plus 







= 

et de 


th. 

_ ni 


ds 
dsi * 


1 



on tire 


par conséquent 
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P Tl ds ' 
PPl= lî-Til- 


Surfaces déi>eloppable$. 

41. On peut édifier une théorie des enveloppes en utilisant les no^- 
tions vectorielles, mais si l’on veut conserver une généralité suffisante, 
il faut entrer dans quelques considérations un peu longues qui nous 
éloigneraient de l’objet de ce cours ; presque toujours d’ailleurs, ces 
considérations n’ont pour but que de préciser le langage. 

Nous nous bornerons à étudier l’enveloppe d’une famille de plans 
dépendant d’un paramètre. On peut se donner cette famille de la façon 
suivante. Soit une courbe F; à chaque point P (s) de cette courbe, atta- 
chons une direction bien déterminée a qui sera donc une fonction de s 
aussi. Soit alors R le vecteur qui joint l’origine O au point courant 
Q sur un plan choisi de la famille, l’équation de ce plan pourra toujours 
s’écrire 

(^— î)o = 0 (1) 

si a a été choisi convenablement, ce qui est toujours possible. 

Donnons à 5 un accroissement A^, le plan (1) correspondra à 5, 
l’équation 

(if_7-A7)(a + Aa) = 0 (2) 

définira un autre plan de la famille. En supposant que r et a sont des 
fonctions vectorielles analytiques de 6*, on pourra écrire 

Ar = r'A« -h Y (As)^ + • • • 

Aa = a'às -f- Y (As)2-|- . . . 

En tenant compte de (1), l’intersection des deux plans de la famille 
est une droite A définie par (1) et par l’équation ; 

— r ) a' — r' a 4* .AAs = 0 

où A est ùnc fonction de s et de A s, finie pour A s = 0. Lorsque A s 
tend vers zéro, la droite A a donc une position limite ô définie par les 
équations : 

{ÏÏ—7)a = 0, ( 1 ) 

( 3 ) 
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cette droite s’appelle la caractéristique du plan (1). On obtient (3) en 
dérivant les deux membres de (1) relativement à s. 

Le plan (3) dépend aussi du paramètre s, à moins que s n’y figure pas, 
auquel cas $ est fixe et les plans (1) tournent autour d’elle. Nous ne 
nous occuperons pas de ce cas banal. Le plan (3) a aussi une caracté- 
ristique ô' définie par (3) et par l’équation : 

( ^ — r ) a" - - 2 r'a' — r" a “ 0. (4) 

Or ô et sont dans le plan (3), elles se coupent ou sont parallèles. Ce 
dernier cas est banal s’il se présente quel que soit s, car les plans (1) 
sont parallèles à une direction fixe et ils enveloppent un cylindre. 

Les équations (1), (3) et (4) définissent donc en général un point V 
dépendant de s. S’il est fixe, les droites ô engendrent un cône, cas banal 
encore. 

En général, les droites 5 engendrent une surface, dite surface déve- 
loppable, dont on va voir une propriété remarquable. 

42. Théorème. Les droites §, caractéristiques d’un plan dépendant 
d’un paramètre, sont tangentes à la courbe lieu du point V. 

Cette courbe est V arête de rebroussement ; la surface développable 
est le lieu de ses tangentes, ou mieux est engendrée par ses tangentes. 
Considérons en effet la courbe OV =z JR, définie par (1), (3) et (4); 

sa tangente est parallèle à /f'. On va montrer que R' est parallèle à $ ; 
mais ô est dans les deux plans (1) et (2), qui sont deux plans respcc- 

tivernent perpendiculaires à a et à a'; il suffira de montrer que 

0 et R'a' = 0 

pour démontrer le théorème. 

Or en dérivant les deux membres de (1) par rapport à s : 

( R' — 7 ') a + ( R— 7 ) 7 ' = 0, 

et en tenant compte de (3), 

R>a = 0. 

De même en dérivant les deux membres de (3) et en tenant compte de 
la valeur de {ït — r)a" donnée par (4), on trouve: 

r'7' == 0 

Théorème. Le plan tangent en un point à la surface développable 
est tangent à la surface en tous les points de la génératrice $ qui passe 
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par ce point. Ce plan tangent est d’ailleurs le plan de la famille dont 
la caractéristique est $. 

C’est ce théorème qui permet d’affirmer que l’enveloppe de la famille 
de plans à un paramètre est la surface développable engendrée par 
les caractéristiques de ces plans. 

On démontre ce théorème bien simplement : soit B (s) un vecteur dont 
l’origine est en O et l’extréinité E sur en un point déterminé de cette 
caractéristique. Lorsque s varie, le point E décrit une courbe sur la 
développable, B‘{s) est la direction de sa tangente. Or le vecteur B{s) 
satisfait aux équations (1) et (3), en dérivant (1) par rapport à s et 
en tenant compte de (3), on trouve 

a = 0 


et cela quelle que soit la façon (continue cependant) dont on a choisi 
E sur 

Le plan variable contient donc, puisqu’il est perpendiculaire à a, 
toutes les tangentes aux courbes tracées sur la développable aux points 
où ces courbes coupent $. 

Théorème. Les plans tangents de la développable sont aussi les plans 
osculateurs de l’arête de rebroussement. 

En effet, de (1), en tenant compte de (3), on tire par dérivation : 

0 

et de même, de (3), en tenant compte de (4) : 

= 0. 

Le plan R' , R" est donc perpendiculaire à a; comme c’est le plan os- 
culateur de l’arête de rebroussement au point où la caractéristique $ 
du plan (1) touche cette arête, le théorème est démontré. 

Ainsi donc une développable est l’enveloppe d’un plan variable 
dépendant d’un* seul paramètre ; c’est aussi la surface engendrée par 
les tangentes à une courbe gauche. On a retrouvé simplement les pro- 
priétés de ces intéressants objets. 


Développables attachées à une courbe gauche. 

43. Les trois plans du tri èdre principal attaché à chaque point d’une 
courbe gauche F enveloppent trois développables. 

L’enveloppe du plan osculateur est évidemment la développable. 
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dont la courbe F est l’arête de rebroussement ; la caractéristique est 
la tangente t. On pourrait le retrouver par le calcul. 

L’équation du plan normal est 

(^-r)î=0 (1') 

son enveloppe sera définie par (!') et 

\R — r ) t =0 

P 

ou 

(^^-7)- = l; {3') 

P 

la caractéristique ô du plan normal est une droite parallèle à la binor- 
male et passant par le point C tel que PC pn. Ce point est le centre 
de courbure de F en P ; ô est la droite polaire relative à P. La déve- 
loppable cherchée est la surface polaire de F. 

Pour obtenir l’arête de rebroussement, il faut encore ajouter une 
équation (4') aux deux équations (1) et (3) obtenue à partir d’elles, 
comme (4) l’a été à partir de (1) et (3). C’est : 



puisque i n = 0, et que : 



on a, en tenant encore compte de (!') et (3') : 

(4') 

ce qui montre que le point de contact de la droite polaire avec son enve- 
loppe est le centre de la sphère osculatrice relative à P {s), et l’on a 
cette propriété intéressante : le plan osculateur en un point du lieu 
des centres des sphères osculatrices à une courbe F est normal à F. 

L’enveloppe du plan rectifiant, c’est-à-dire du plan t, b est le lieu de 
la droite $ définie par les équations 

(^-r)n = 0 
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Cette caractéristique passe donc par P{s) et elle est perpendiculaire à 


elle est donc parallèle à 

->• 
n X 



c’est-à-dire au vecteur de Darboux. Cette développable s’appelle la 
surface rectifiante de F. Son arête de rebroussement n’offre guère d’in- 
térêt. Ce qu’il faut remarquer, c’est que F est sur sa propre surface rec- 
tifiante. Or le plan osculateur en un point de F, contenant n, est per- 
pendiculaire au plan tangent à la surface rectifiante. Mais une courbe 
tracée sur une surface dont le plan osculateur est normal à la surface 
en est dite une ligne géodesique, dès lors F est une ligne géodésique 
de sa surface rectifiante. 


Déi>eloppées d'une courbe gauche. 

44. Le lieu des centres de courbure d’une courbe plane est en même 
temps l’enveloppe de ses normales ; il n’en est plus ainsi, en général, 
pour les courbes gauches. On peut se demander comment il faut asso- 
cier les normales issues des différents points d’une courbe gauche F, 
de manière qu’elles aient une enveloppe, c’est-à-dire de manière qu’elles 
soient tangentes à une courbe, arête de rebroussement de la dévelop- 
pable qu’elles engendrent, et dite alors développée de F. 

Soit r = r{s) l’équation de F, l’équation d’une normale en P (s) sera ; 

= r un vb, (1) 


où U et P sont deux paramètres variables dont le rapport est une fonc- 
tion de s. Comment déterminer ce rapport de façon que la normale (1) 
ait une enveloppe ? On considérera u et v comme des fonctions inconnues 
de s qu’on déterminera de façon que l’équation (1) définisse le point de 
contact de la normale considérée avec son enveloppe ; soit l’arc 
sur cette enveloppe ; on a, en différentiant : 


pour que t^ soit précisément la normale choisie, il faut et il suffit que 

i_“ = o 
P 



et 
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r -r 

U i» ' 

ce qui donne d’abord : 

U — p, 

la normale en question touche donc son enveloppe sur la surface 
polaire et les développées d’une courbe gauche sont situées sur la 

1 

surface polaire; ensuite, en résolvant par rapport à - , il vient : 



Fig, 14. 


posons alors 
on aura 



= P tg -f- oc) 


cc étant une constante. La figure montre que ^ a est l’angle CPQ. 
Si on choisit une autre constante d’intégration, «' par exemple, on 
obtient une seconde normale PQ’ formant avec la précédente l’angle 
a' — a. Dès lors on a le théorème suivant : 

Les développées d’une courbe gauche sont des courbes tracées sur 
la surface polaire ; si l’on en connaît une, D, on obtiendra toutes les 
autres en portant sur chaque droite polaire 5, à partir du point Q où 
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D la coupe, un segment QQ^ vu d’un angle constant du point P {s) 
de r correspondant à 5. On obtient d’ailleurs D par une quadrature. 


Déi^eloppantes d'une courbe gauche. 

45. Les développantes de F sont les courbes Fj dont F est une déve- 
loppée. On les définira par l’équation 

l étant une longueur, fonction de s, tellement choisie que dr^ soit un 
vecteur perpendiculaire à t puisqu’on effet la tangente à F doit être 
normale à la tangente à Fx- On aura donc : 

(dr dl t l dt) t ^ 0 
ce qui s’écrit, d’après les formules de Frenet : 

ds dl ~ 0, 
ou 

I — Sq s. 

On engendrera donc les développantes de F de la façon suivante. 
Un fil est tendu le long de F, on le déroule en le laissant tendu et en 
le maintenant tangent à F ; son extrémité libre décrit alors une dévelop- 
pante. Ces courbes sont situées sur la développable dont F est l’arête 
de rebroussement. On peut dire encore que sur une surface dévelop- 
pable, les trajectoires orthogonales des génératrices sont les dévelop- 
pantes de l’arête de rebroussement. 


Exercices. 

1. Montrer que la courbure et la torsion d’une courbe gauche sont 
données par les formules suivantes si le paramètre de représentation 
n’est pas l’arc : 



les points désignant des dérivations par rapport au paramètre. 
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2. Etudier l’hélice circulaire 

“*► “V — ► 

r = a cos Ôi a sm S j -j- hBk. 

3. Etudier les hélices tracées sur un cylindre quelconque ; montrer 
que le rapport de la courbure à la torsion est constant sur de telles 
courbes ; démontrer la réciproque. 

4. Etudier l’hélice conique 

r — t cos ti t sm 


5. Sur une courbe gauche, on considère cinq points M, Afj, Mg, Mj, 
Af 4 , correspondant aux valeurs de l’arc s s s s 

respectivement ; les hi étant des infiniment petits du premier ordre, 
quel est l’ordre infinitésimal du volume du tétraèdre Afg Afg ? 


6. Montrer que sur une courbe gauche 


r r" — 





1. A quelles conditions doit satisfaire une courbe gauche pour que 
ses normales principales soient les normales principales d’une autre 
courbe gauche. (Courbe de Bertrand.) 

8. Trouver la surface polaire des développantes d’une courbe donnée. 

9. Les développées d’une courbe plane sont des hélices tracées sur 
la surface polaire (qui est manifestement un cylindre). 



CHAPITRE III 


Géométrie infinitésimale (suite). Surfaces. 


Les deux formes quadratiques fondamentales. 

46. On a déjà vu au § 35 comment on peut représenter une surface. 
Soit dorénavant 

-> 

r(u, 

une fonction r de deux paramètres u et que nous supposerons ana- 
lytique ^ pour tous les couples de valeurs {u, tels que 
c A. chaque couple (m, c) ne correspond quTin seul vecteur r. 

La surface S 

r = r{u, U) 


(ou la portion de surface géométrique que cette équation représente 
lorsque u et c varient comme il vient d’etre dit) est dite analytique ; 
elle est de plus régulière si pour tous les couples (u, c), on a 


dr 

du 


X 


il 

d a 


5^-0. 


Nous n’aurons affaire qu’à des surfaces (ou des portions de surfaces) 
analytiques et régulières ; nous poserons de i)lus 
dr dr 

Une courbe C tracée sur Z est définie par une relation a = (^[u) et 
dès lors son équation vectorielle est 

(“,<?(“))■ 

^ Dans presque tous les cas, it suffira d’admettre que r a des dérivées du 1®' et 
du 2® ordres. 
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Il existe des courbes particulièrement intéressantes ; ce sont celles 
qui sont définies par les équations : 

U = constante = 

et par les équations : 

ç = constante = 


Lorsqu’on donne à Kq et à Cq toutes les valeurs possibles, on obtient 
deux familles de courbes tracées sur E. Par chaque point Piiu^, 
passe en général une courbe de chaque famille, leurs équations sont 

r == o) et r = r{u, 


sur l’une o varie seul, sur l’autre w varie seul. Les courbes d’une môme fa- 
mille ne se coupent pas en général. Il y a cependant des particularités à 
signaler; si, par exemple, la courbe ii = Uj dégénère en un point, les courbes 
V — const. passent toutes par ce ))oint. L’exemple de la sphère avec 
les deux pôles S — 0 eA Q ~ n {6 est la colalitude) par où passant tous 
les méridiens cp = const., est bien clair. En de tels points, l’une des 
coordonnées est indéterminée, mais ces points sont bien déterminés par la 
donnée du couple (u^, Vj); ce ne sont d’ailleurs pas des points réguliers. 

Les nombres (u, v) s’appellent les coordonnées cur\>ilignes du point 


" ■■■ y — ► 

P tel que OP ~ r(u, c), et les courbes u = const., c 
sur 2 un réseau de coordonnées. 

Si l’on pose 

Il = f(u', 

0 = 'j; (u', c'), 


const. tracent 


( 1 ) 


(p et étant deux fonctions analytiques de w' et de fé i elles que 

D(f, j) 


deviendra 


: 0, l’équation 

/• = r(u, i») 

r = r(cp(u', c'), c')) = P(tdf 5 


J{ sera analytique, et cette nouvelle équation représentera encore S. 
On dit que les équations (1) définissent un changement de coordonnées 
curvilignes sur S. 

47. Considérons une courbe quelconque f’ = cp(w), tracée sur X à 
partir du point P(u, le point P'{u du, v + dv), infiniment voisin 
de P, sera sur cette courbe si 
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(on supposera cp{M) analytique pour simplifier) ; cela montre que les 
points P' infiniment voisins de P se distinguent les uns des autres par 
111 

la valeur du rapport . 

Le vecteur PP' est dès lors 


PP' = du 


où il faut entendre que de = <^'{u) du. La longueur ds de PP' est donnée 
par l’équation 

ds^ — fri du -f- r'v i^idu -|- r'^ de) 

ou, en posant : 

E — E (u, e) = T^, 

F = F(u, e) = TSv. 

G — G{u,ç)~ 


da^ — Edu^ -j~ 2F du di> d- f^de^; 


c’est la première forme quadratique fondamentale clos différentielles du 
et ds>. Elle permet d’établir toutes les relations métriques entre les 
points et les courbes situés sur 2. En particulier la longueur de l’arc 
d’une courbe joignant les doux points e^) et Ai(ui, et dont 

Y équation est e = (p(u) s’obtient par l’intégrale: 


«1 


E 4“ 2F(j^' G(^'^du 


où il est bien entendu que dans les fonctions E, F, G on remplace a 
par (p (u). 

L’angle S des deux directions PP' et PP" , où P' a les coordonnées 
(u -f- du, O -f- de) et P" les coordonnées {u -|- c -|- 5'’) est donné 
par l’équation 


^ _ PP' • PP" _ (r^du + t\,do){r^^^u + 

<■«« - ipp'i .|pp»| dTT^ 


Edu^u -j- F{du^e 4" dvhi) 4“ L’dcôc. 
^Edu^ 4" 2F du do 4 - Gdi^- yj E^u^ 4" 2F5f/$c 4 - 


On trouve l’aire d’une portion ^ de 2 par une intégrale double. La 
dite portion est formée par les points dont les coordonnées w et c 
sont assujetties à certaines conditions qu’on exprime le mieux du monde 
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en disant que dans un plan où l’on a choisi deux axes rectangulaires 
Ou et Oif, à chaque point A(w, p) d’un certain domaine D, correspond 
un point de la région SI, et un seul. A chaque rectangle élémentaire de 




D correspond un quadrilatère curviligne de SI limité par des éléments 
d’arcs de courbes coordonnées. Ce petit quadrilatère peut être assimilé 


P (ui-olu ,vi’d'v) 


P (u.V'^dvJ 

Fig. 16. 

à un parallélogramme et l’aire de cet élément de surface est 
da = 1^1 X PPi\ 

OU 

d<j ~\r„ X rj dudv. 

Or, on a l’identité facile à vérifier ; 

donc 

('■« X = rlr%— Çru 'r^y = EG — F^ 

et par suite 


da == ^EG — F^dudi>] 



l’aire cherchée est alors 


//^ 

(^) 


EG — du dv 


où le domaine d’intégration est le domaine D du plan des n, ç. 

48. Les vecteurs i de toutes les courbes tracées sur 2 et passant par 
P(u, 9 ) sont dans un plan, le plan tangent à X en (§ 35), son équa- 
tion est 


iV: 


ru X 


ru X 


l'*«Xr,| sJEG-^F^' 


Considérons di?, différentielle de iV égale à la variation de N lors- 
qu’on passe de P{u, 9) au point infiniment voisin P'[u -f- du, 9 -j- dv) ; 
on posera 

di^ = Nu du -)- N^d9, 

Nu et étant deux vecteurs qu’on n’aura pas besoin de calculer 
explicitement ; d’ailleurs 


Nu = 


du 


et 




La deuxième forme fondamentale est la forme quadratique 
— dr • d^ — — VuNudu^ — ( - 4 - r^N^ dudv — r„7„d9^, 

on l’écrira 

Ddu^ 4 - 2iydud9 4 - iF'do^ 

avec 

d^—TuNu, = — rTÂ^p. 

Mais puisque N est normal à dr, on a 

T^A^ = 0 et TçA = 0, 

car N (r„dw + r^dv) = 0 quels que soient du et do. On lire de là par 
dérivation 





ou encore en rernj)laçant N par son expression '■ ^ ^ on oblien- 

\/EG — 

dra les formules suivantes avec des produits mixtes 


\^u du^ ) 
y/EG — f^ 


jy = 


(drdr 
\ àn d\* O 


d^r \ 
à U dv / 


yjEG—I‘ 


ly = 


^r\ 

TuT^>d^} 

yjEG — b^ * 


On en obtiendra les expressions cartésiennes sans difïiculté par les dé- 
terminants bien connus. 

La deuxième forme fondamentale renseigne sur les relations de la 
surface avec Tespacc dans lequel elle est plongée. Plus précisément, 
la première forme reste invariante dans toute déformation qui n’altère 
pas les longueurs des courbes tracées sur la surface. La seconde forme 
reste invariante dans les déplacements de la surface supposée rigide. 


Courbure des lignes tracées sur une surface. 

49. En un ])oinl P{u, e) d’une courl)e F tracée sur une surface S, 

— ^ ^ — >• 

on peut considérer deux trièdres trirectangles, le trièdre principal t, n, b 
qui est propre à la courbe i et un trièdre t, iV, tf, qui permettra d’expri- 
mer les projiriétés relatives à la liaison de la courbe avec la surface ; 
on a A n = cos S étant l’angle de la normale principale de T avec 
la normale cà E. 

On a vu que 

— d7. dN = Ddu<‘ + ‘ID'dudv + n"di^ = dfî. iv, 

, , . . (Pr n 

c est-à-dire puisque ^ = - : 

cosg _ Ddu^ 4- 2iydudo + ry'do^ 

P Edu^ -f- lEdudo -j- Gdo^ 


( 1 ) 




tangente à la courbe dans le plan tangent à la surface, et de l’angle du 
})lan oscillateur avec le plan tangent. 

En particulier, toutes les courbes tracées sur 2 qui ont même tan- 
gente en un point et même plan osculateur en ce point y ont la même 
courbure, car pour de telles courbes, le second membre de (1) a la même 
valeur ; l’angle 6 est le même pour chacun : p étant positif, l’hyjx)- 
thèse de deux angles supplémentaires est ii exclure. 

Il suffira donc d’étudier les courbes planes — ou plutôt les sections 
planes de la surface jiassant par un point P — pour avoir du même cou]) 
tous les renseignements concernant la courbure des courbes de qui 
liassent par P. 

Considérons maintenant toutes les seclions planes yiassant par la 
même tangente, Ddu^ -f- ‘ID'dudv 1)" a un signe déterminé [loiir 
ces sections, on pourra prendre le signe -j- en changeant s’il est 
nécessaire ii en e et i» en n, puisque, d’après les formules définissant 
D, D* et cette permutation change le signe des coellicicnts de la 

seconde forme. Pour toutes ces sections 22L-? est positif; pour la 


section passant par iV, $ est nul (le choix qu’on a fait du signe de 
D, D\ D" a précisément eu pour but de diriger N dans la concavité 
de cette section normale). Si R est le rayon de courbure de la section 


passant par i\, 


et dès lors 


cos B i 

P =z R cos B. 


Théorème. Le centre de courbure d’une section S d’une surface 2 
est la projection sur le plan de 5 du centre de courbure de la section 
normale ayant même tangente. 

Ce théorème, dit théorème de Meusnier, montre aussi que le lieu des 
centres de courbure des sections passant par la même tangente est 
un cercle dont le diamètre est le segment de J\ compris entre le point 
de contact et le centre de courbure de la section normale. 

Il ne reste plus qu’à étudier les courbures des diverses sections nor- 
males en un point d’une surface 2, puisque la courbure de toute section 



oblique se ramène, par le théorème de Meusnier, à la courbure d’une 
section normale. On aura 


2 __ Ddu^-\^2iydud^-\-Ly'ds^ 

R Edu^ -{■ '^Edudi> -j- Gd^ ^ 


ce qui permet d’étudier la variation de 75 en fonction de -r“- b faut 

R du 

remarquer que /), /)', D" ayant été choisis comme on l’a dit pour une 

.1 

section normale particulière, — peut être positif ou négatif selon que 

le numérateur du second membre est positif ou négatif. Cela retient 
à (lire que si deux sections normales ont, d’après ( 2 ), deux courbures 
de signes contraires, leurs normales principales sont de sens opposés. 

Dès lors, ayant choisi un sens sur le su])port de A', celui de A par 
exemple défini par l’équation 

+ y/h:a — F^’ 


l’abscisse R, sur cet axe, du centre de courbure 6 ' des sections normales 

en P{u, v) est donné par la formule ( 2 ), où il faut considérer ~ comme 

du 

un paramètre variable. La discussion de cette relation sera plus facile 
lorsque nous aurons appris à connaître des systèmes particuliers de 
coordonnées curvilignes. 


Lignes de courbure. 

oO. Cherchons si l’on peut tracer une courbe F sur une surface 2, 
telle que les normales à 21 en chacun des points de F engendrent une 
surface développable. Cela revient à chercher sur 21 une courbe F dont 
une développée ait pour tangentes les normales à F qui sont normales 
à 21 , car on sait que sur une surface développable, les trajectoires 
orthogonales des génératrices sont les développantes de l’arête de 
rebroussement (§ 45). 

Soit 

_► 

/•j = r -f- LV 

l’équation de la développée, r étant le vecteur définissant la courbe F, 
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l est une fonction de P, point courant sur F, ce sera donc une fonction 
de l’arc s sur F. Ecrivons que dr^ est parallèle à N 

{dr + dl^ + ldÏÏ) = 0, 

d’où 

X~tds + X dl^ = 0 



t étant la tangente à F. Cela prouve que 

( 1 ) 

ou que tds IdN est constaniiiient parallèle à N ; cette seconde pos- 
sibilité est à rejeter puisque, t étant perpendiculaire à TV, on ne saurait 
ajouter à t ds un vecteur tel que la résultante soit parallèle à TV. 
L’équation (1) permet d’écrire 

dr dis 

ds ds ^ 


réciproquement, si cette équation est satisfaite, l’équation 


r J = r -f- / A' 


définit une courbe dont les tangentes sont normales à 2. 
De (1), on tire 


r^du r^di’ - 





— 68 — 


ce qui donne en multipliant scalairement les deux membres par el r» 
et en tenant compte des formules de définition de /)', D” (§ 48) : 


Edu = l (Ddu -f- E' dv) 

Fdu J^Gdi> = l [lydu -f D"du) 


L’élimination de l, qui est inconnue jusqu’ici, donne l’équation 


Edu -j- Fdv Fdu G di^ 

Ddu 4- D'dç D*du D"d9 


qui définit v comme fonction de w, c’est-à-dire qui définit la courbe F 
jouissant de la propriété demandée. 

do 

Puisque cette équation différentielle est du second degré en ~ , on 

voit qu’il existe deux courbes passant par chaque }>oint de T, et 
telles que les normales à la surface en chacun de leurs points envelop- 
pent une courbe gauche. Ces courbes s’appellent les lignes de courbure 
de la surface S. 

Il y a cependant un cas particulier où l’équation (2) est satisfaite 
quels que soient du et do, alors toutes les courbes de ^ passant par P 
sont des lignes de courbure, c’est le cas lorsque 

E " F G ' 


Il est facile de voir que ces équations ne sont vérifiées identiquement 
que lorsque 'L est un plan ou une sphère. 

D’autre part, les deux directions défini<îs par (2) sont rectangulaires ; 
en effet, cette .équation s’écrit 

{ED'—FU)^y+{rü'+ED"~GD—Fl}')^ + Fü"—GD'= 0 ( 2 ') 

et la condition d’orthogonalité de deux directions {du, do), {^u, 3c) est, 

. ,, du 3m 

si 1 on pose , Ug ^ (§ 

E Ml Mg -p F{ui -f ^^2) 4" G = 0] 

en remplaçant dans cette dernière équation M^Wg et i/j -}- Mg par les ex- 
pressions que l’équation du second degré (2') définit, on trouve qu’elle 
est vérifiée. 

On a dès lors le théorème suivant : Sur chaque surface, il y a deux 
systèmes de lignes de courbure, chaque courbe d’un système est ortbo- 
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gonale à toutes les courbes de l’autre. II n’y a d’exception que si la 
surface est un plan ou une sphère, alors chaque ligne est ligne de 
courbure. 

51. Reprenons l’équation 

(i7= — idN 

qui définit les lignes de courbure ; si l’on y remplace ^ par l’une et 

l’autre des valeurs définies par l’équation (2^), on trouvera deux fonc- 
tions Il et /g de U et de qui sont d’ailleurs racines de l’équation qu’on 
obtient en éliminant du et de entre les deux équations (!') : 

GD — 2Frr)l-\- EG — F^:=0. (3) 

On verra quelle.*» relations ces deux valeurs et /g ont avec la courbure 
des sections normales. 


Retour à la courbure des sections normales. 

52. Cette étude est bien simplifiée si, pour les lignes u = const. 
O — const., nous prenons les lignes de courbure. Puisque les courbes 
d’une famille sont orthogonales aux courbes de l’autre, on aura dans 
ce système de coordonnées 

F=0. 


D’autre part, sur l’une des lignes de courbure, 

— l^dN 

et sur l’autre 

dr — /g dN, 

ce qui s’écrit, puisque seul varie sur la première, et u sur la seconde : 


r„ — /j 




formules dites cVOlinde Rodrigues ; par suite 


D =: - 

D'=^ - 

D" = 


?N _ r^-ru E 

~~k 
. = — 0 


du 

~ dv 


du 

^ -ÿy _ G 

h h 
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La courbure d’une section normale dont ~ caractérise la direction 
est alors (éq. (2), § 49) : ^ 

E G 

1 ç + z; E /duy G (dvy 

R ~ Edu^ + Gdi» ~ l^\ds} Il \ds) ’ 


si (p est l’angle que la section considérée fait avec la courbe w = const., 
on aura : 


cos (p = 





et, par suite : 



( 1 ) 


ce qui montre que si et /g sont de même signe, R est compris entre 
et Zg et que si et Z 2 sont de signes contraires, par exemple : 

Z 2 >► 0, iZ est compris entre — 00 et Zi ou entre l^et ao , et étant 
d’ailleurs les rayons de courbure des sections normales tangentes aux 

lignes de courbure ^<p= 0 et (p=: 

La formule précédente (1) résoud complètement le problème que 
nous nous sommes posé ; elle est due à Euler. On peut en donner une 
interprétation géométrique simple, au moyen de Vindicatrice de Dupin. 
On porte dans le plan tangent à la surface au point P(u, v) considéré, 
sur chaque demi -droite issue de P, un vecteur dont la longueur est \fR 
si et Z 2 sont positifs ; si et sont négatifs, un changement dans le 

sens de ^ ramènera au cas où et sont positifs. L’extrémité de 
ce vecteur décrit une courbe dont l’équation, rapportée aux axes rec- 
tangulaires O'i et Oy! tangents aux lignes de courbure passant par P, est 



car ^ = v'^Pcoscp et yj = y/P sinçp. C’est une ellipse. Si et Z 2 sont de 
signes contraires, par exemple : 0 et Z 2 <C 0> on portera la longueur 

\/\R\ sur chaque vecteur et le lieu sera formé des deux courbes 
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ce sont deux hyperboles conjuguées. On lira sur ces courbes, dites 
indicatrices, que le rayon de courbure d’une section normale est égal 
au carré du rayon vecteur qui va de P au point où la dite section 
coupe l’indicatrice, ce carré devra être pris avec le signe -f- pour l’ellipse, 
le signe -1- pour l’une des hyperboles et le signe — pour l’autre. Dès 
lors, si l’indicatrice en un point est une ellipse, la surface est d’un seul 
côté du plan tangent dans le voisinage du point de contact ; si l’indi- 
catrice est une hyperbole, la surface est à courbures opposées en ce 
point, elle est coupée par le plan tangent selon deux courbes tangentes 
aux asymptotes communes des deux hyperboles ; les sections normales 
tangentes aux asymptotes de l’indicatrice sont à courbure nulle 
(/? = «). 

Il y a deux cas particuliers à considérer : 

1. Celui où II — I 2 ; l’indicatrice est un cercle ; toutes les sections 
normales ont la même courbure, le point considéré P{u, p») est dit un 
ombilic de la surface. L’équation (3) du § 51 a deux racines égales et 
l’équation (2) du même paragraphe est indéterminée. Cette dernière 
condition s’écrit 

ü- L- 2^ 

D~ D' ~ D" 

ce qui entraîne la première. 

2. Celui où l’une des valeurs de / définies par [(3) § 51] est infinie ; 
on a dès lors 

/)/)"— />'2 = 0 . 

En refaisant le calcul spécialement pour de tels points, on trouve que 
l’indicatrice est formée de deux droites parallèles. 

53. Il y a donc sur la surface X considérée : 

ex) des points elliptiques, en lesquels la surface a ses deux rayons de 
courbure principaux et I 2 de même signe, la courbure totale 

^ 1 OD" — D'2 

^ “ ^2 “ EG — F^ 

y est positive, donc DD" — D'^'^i) en ces points ; les ombilics sont des 
points elliptiques particuliers d’où partent une infinité de lignes de 
courbure ; ce sont en quelque sorte des points singuliers pour la repré- 
sentation au moyen des paramètres u et des lignes de courbure ; 
ils sont caractérisés par les conditions : 

E_F^_G_ 

D'^ D^ ^ D" ’ 
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/3) des points hyperboliques où et sont de signes contraires ; la 
courbure totale y est négative; DD" — D'^<C,() en ces points. 
y) des points paraboliques caractérisés par la condition : 

DD"l—D'^ = 0 ; 

en ces points la courbure totale est nulle. Une surface développable 
n’a que des points paraboliques ; la réciproque est vraie aussi. Le 
lecteur le démontrera aisément. 


Lignes asymptotiques. 

54. On appelle lignes asymptotiques d’une surface E les courbes 
tracées sur S, en chaque point desquelles le plan osculateur est précisé- 
ment le plan Langent à la surface. Pour de telles courbes, n est perpendi- 
culaire à TV, cos Ô == 0, donc [éq. ( 1 ) § 49] 

Ddu^ 4 - 2D^dudo + D"do^ = 0 . ( 1 ) 

Les lignes asymptotiques sont définies par cette équation différentielle 
du premier ordre et du second degré. Il faut distinguer trois cas : 

1. DD" — il n’y a pas de valeurs réelles du rapport ~ qui 

satisfassent à l’équation (1) ; donc, en des points elliptiques, il ne passe 
pas de lignes asymptotiques. 

2. DD" — •<; 0 ; il y a deux valeurs réelles de ~ qui satisfont 

à l’équation (1) ; il y a donc deux lignes asymptotiques passant par 
chaque point hyperbolique de w. 

3. DD" — D'^ = 0; l’équation (1) a une racine double en — . 

En chaque point parabolique, il ne passe qu'une ligne asymptotique, 
ou peut-être deux lignes asymptotiques tangentes. 

Remarquons que si une droite est sur S, elle est une asymptotique 
de S, car son plan osculateur étant indéterminé, il peut être pris tan- 
gent à la surface. Sur les quadriques réglées, il y a deux familles de 
droites, ce sont les deux familles d’asymptotiques. Sur une dévelop- 
pable, il n’y a qu’une famille d’asymptotiques, les génératrices recti- 
lignes, qu’on peut compter doublement. 

On peut démontrer encore le théorème suivant : 

Les lignes asymptotiques sont tangentes aux asymptotes de Vindica- 
trice relative à chacun de leurs points; c’est ce qui justifie leur nom. 
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En effet, les sections normales passant par les tangentes de l’indi- 

1 

catrice en P, ont une courbure nulle en P ; ~ = 0, donc [éq. (2) § 49î 
pour ces sections ; 

Ddu^ + 2D>dudi^-\-IPdi^^ = 0, 

le théorème est démontré. 


Lignes géodésiques. 

55. Les lignes géodésiques d’une surface sont des lignes en chaque 
point desquelles le plan oscillateur est normal à la surface, c’est-à-dire 
qu’en chacun de leurs points, 

n = iV. 


On peut chercher à définir une telle courbe par des équations para- 
métriques 

U — U (s) c == c («) . 


On formera t puis ~ ~ et l’on écrira que n est perpendiculaire 

P d s 


Dr Dr 

aux deux vecteurs — et tt- . 

Du Do 

-f Dr du , Dr do 

Or t = — -J- -j- -r — T— ; 

D U d s D O d s 

, du # de , , , 

on posera u = -r- et e = -r- ; des lors 

ds ds 




2 ' it'c' " 

Do- Du 


Dr_ 

Du 


Dr 

Do 


P Du 


0 


P Du^ 
les conditions 

n Dr 
P Do 

s’écriront, si p n’est pas infini [auquel cas la courbe considérée serait 
une droite et, en effet, si la surface est réglée, chaque droite qu’elle 
contient est une géodésique] : 

D^'tDT' ,2 , D^^ D'r , , , cPrDr , dr Dr „ 


cPrDr 

D^^To 


+ 2 


D'^ Dr , (P^D'r D~rDr ,, (Dr 

+w 



= 0 ; 
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en rappelant que 




drdr 




k 


-) 

?v] ’ 


les équations précédentes s’écrivent : 

17 n \ r n \ ( ^ ^E\ dG .1 dG ^2 

Fu" 4- Gv" 4- “1 TT -T- I “ ^ + "ï“ ^ ^ 4- ~ — (>'2 _ Q 

\du l àv J du 1 dv 


Ce système, sous des conditions très larges, admet une solution, 




les dérivées ~ et 
as 


ds 


prenant, pour 5 = 0, des valeurs Uq et 

prenant en Uq, t^Q des valeurs uq et arbitraires aussi. 11 y a donc, 
en général, une géodésique passant par un point de 2 et ayant en ce 
point une tangente donnée [déterminée par le rapport des données 

du dp , , , 

37 et en (u„, n„)J. 

En appliquant les règles du calcul des variations à l’intégrale 



étendue à une courbe C joignant P h Q sur la surface 2, on démontre 
sans dilïiculté que $7 = 0 pour les géodésiques joignant P à Q. En gé- 
néral, si Q est assez voisin de P, il n’y a qu’une extrérnale, c’est-à-dire 
qu’une courbe joignant P à Q, sur 2, et rendant I stationnaire. 

Le calcul des variations montre que la ligne la plus courte sur 2 
qui joigne le point P à un point Q suffisamment voisin est toujours 
une ligne géodésique. 

Nous arrêtons ici nos développements géométriques ; ils suffisent 
pour montrer la précision de l’appareil vectoriel ; le lecteur qui désire 
en connaître davantage pourra se reporter à l’excellent traité de M. C. 
E. Wheatherburn : Differential Geometry of three Dimensions, 2 vol., 
Cambridge, University Press. 
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Exercices, 

1. On a vu que les lignes de courbure d’une surface sont les lieux 
des points en lesquels les normales à la surface engendrent une déve- 
loppable ; on fera voir que les normales touchent alors leurs enve- 
loppes en deux points et Cg tels que PC^ et PC 2 soient égaux aux 
rayons de courbure principaux. 

2. Montrer que le second système de lignes asymptotiques d’une 
surface réglée est défini par une équation de Riccati. 

3. La relation 

Ddu^u -f- D'(du^if 4" dç^u) -j- D" dv^i> = 0 

exprime que les deux directions (du, dp) (^u, ^p) issues du point 
P{u, p) d’une surface sont conjuguées par rapport à l’indicatrice de 
Dupin du point P. 

4. Soit une courbe C tracée sur une surface 2 ; les plans tangents à 
2 le long de C enveloppent une développable; montrer que la carac- 
téristique d’un de ces plans est conjuguée à la tangente à 6* au point 
de contact du plan considéré. 

5. Le carré de la torsion d’une ligne asyniptotique est égal à l’in- 
verse du produit changé de signe des deux rayons de courbure princi- 
paux (théorème d'Enneper), 

6. On se donne une surface réglée par l’équation 

( 1 ) 


B étant un vecteur variable définissant une courbe gauche, a un vec- 
teur unité dont la direction variable est fonction du seul paramètre t 
dont dépend B ; X est un nombre variant de — 00 à -f- 00 indépendam- 
ment de t. Pour que (1) représente une développable, il faut et il suffit 
que 


f-^da dB \ 

V It'dT J 


= 0 ; 


lorsque cette relation n’est pas satisfaite, la surface réglée est dite 
gauche. Le plan tangent à la surface réglée gauche (1) tourne autour 
de la génératrice rectiligne lorsque le point de contact la décrit ; si ce 
point de contact s’éloigne à l’infini, le plan tangent a une position limite 
7: ; on appelle point central d’une génératrice, le point en lequel le plan 
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tangent à la surface est perpendiculaire à tt. Le lieu des points centraux 
est la ligne de striction de la surface réglée gauche. Si p est la mesure 
algébrique de la distance d’un point P au point central de la généra- 
trice qui passe par P, montrer que l’angle B que fait le plan tangent 
en P avec le plan tangent au point central est donné par la formule 

tg0 = A’p, 

k étant un nombre variable avec la génératrice, dit paramètre de distri- 
bution, On voit immédiatement que le rapport anharmonique de 
quatre plans tangents à une surface réglée gauche en quatre points 
situés sur une même génératrice est égal au rapport anharmonique 
des quatre points de contact. 

7. Etudier les surfaces réglées engendrées par les normales princi- 
pales et par les binormales d’une courbe gauche. 

8. L’équation différentielle des lignes de courbure d’une surface 
quelconque peut s’écrire 

^)-dN 0 . 

9. On considère la développable dont la courbe gauche r = r(5) est 
l’arête de rebroussement, soit 

R = r(5) -f- t'i, 

on prend 5 et p» comme paramètres sur cette surface. Calculer les deux 
formes quadratiques de cette surface et montrer que ses lignes de cour- 
bures sont définies })ar les équations 


— const. 


5 ^ — const. 



CHAPITRE IV 


Théorie des champs. Opérateurs différentiels. 


Champ scalaire. 

56. Dans l’espace euclidien ou dans une portion de cet espace, 
imaginons que nous considérions une grandeur scalaire variable atta- 
chée à chaque point P ; plus précisément, supposons une correspondance 
entre chaque point P de la dite région R et un nombre réel variable / ; 
à tout point P de R correspond un nombre /. Ce nombre est une fonction 
de P, qu’on représentera par le symbole /(P). Il n’y a dans cette notion 
rien de plus ni rien de moins que dans la notion de fonction F (.r, y, z) 
des trois coordonnées x, y, z qui caractérisent la position de P, dans un 
système d’axes rectangulaires, par exemple. 

On dira que la fonction f{P) définit un champ scalaire. 

Ce champ est continu en P si, étant donné un nombre jiosilif e arbi- 
trairement petit, on peut lui faire correspondre un nombre y) tel que 
pour tous les points P' situés dans la sphère de rayon n centrée en P, 
on ait 

\i{P')~f{P)\<^- 

Le champ sera continu dans la région R s’il l’est en chaque p int 
de R. On ne s’occupera, dans la suite, à moins de faire mention expresse 
du contraire, que de champs continus. 

57. Soit Pq un point en lequel le champ vaut /q. Les points P pour 
lesquels 

/(r) = /„ 

sont donc des points de l’espace soumis à une condition ; ils dépendent 
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donc de deux paramètres, leur lieu est une surface Sq qui peut d’ailleurs 
être formée de plusieurs nappes. Les surfaces définies par la condition 

f (P) = const. 

sont dites surfaces de niveau du champ scalaire considéré. Par chaque 
point de iî, il en passe une et une seule. 

Nous supposerons que / (P) est une fonction telle que les surfaces 
de niveau aient un plan tangent en chacun de leurs points et que ce 
plan tangent varie continuement lorsque son point de contact se dé- 
place sur la même surface de niveau ou qu’il passe d’une surface à 
l’autre ; on verra bientôt dans quelles conditions ces faits se produisenl. 


Champs vectoriels. 

58. A chaque point P d’une région P, on fait correspondre une 
grandeur vectorielle v. Ce vecteur est une fonction de P, on la repré- 
sentera parle symbole ?(P). La fonction ^P) définit un champ vectoriel. 

La continuité en P d’une telle fonction, — ou d’un tel champ — se 
définit bien aisément : à tout e, correspond un y) tel que 

|;r(P')_p(/>)|<e 

si l^'l < 

La continuité dans une région R est assurée s’il y a continuité en 
chaque point de R. Sauf mention expresse, les champs que nous consi- 
dérerons seront continus dans les régions où ils sont définis. 

Cartésiennement, on définira v(P) au moyen de vecteurs de base^^ k 
issus d’un point fixe O [cf. § 15], P ayant dans ce système les coor- 
données Xj y, Z : 

v[P) = y, z) = X{x, y, z)T + Y(x, y, z) Z{x, y, z)?; 

X, Y et Z sont les composantes variables de v. 


Première définition du gradient. 

59. Revenons au champ scalaire f(P). Nous allons définir, en corres- 
pondance avec ce champ, un champ vectoriel par un procédé un peu 
indirect. 
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Par le point P, faisons passer une droite ô sur laquelle on choisit 
un vecteur unité s qui fixe un sens positif et fait de 5 un axe. Soit 



P* un point voisin de P : 
Formons le rapport 


pP'=m-7. 

f{P')-f{P) 

M 


et faisons tendre P' vers P, c’est-à-dire Al vers zéro. Si le rapport pré- 
cédent a une limite finie et bien déterminée, quelle que soit la manière 
dont Al tend vers zéro — que ce soit par valeurs positives ou par 
valeurs négatives, par valeurs rationnelles ou par valeurs irrationnelles, 

etc., — on dit que le champ / admet en P une dérwée dans la direction s, 
qui est précisément la dite limite. On la représente par le symbole 


et l’on a : 


dj 

ds 


jJ= iù„ - 

^ Al-^0 


f{P')-f{P) 

Al 


avec PP' = Al- s. 


En toute rigueur, on devrait parler de la dérivée suivant l’axe s parce 
que si l’on change s en — 5 la direction ne change pas, mais ^ change 

de signe. Nous conserverons cependant cette manière de parler. 

Nous ferons l’hypothèse suivante : en chaque point P de /?, le champ 
/ admet une dérivée dans toutes les directions s. 
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On pourra dès lors appliquer le théorème des accroissements finis 
à la fonction d’une seule variable l définie par la relation 

F(l) = f{P'), 

où PP' = iT: D’abord ; 

“ ï- 

et ensuite 

• F (/') = F (i) + (/'—/)/-’'[/ + 0 (;'—/]] o<0<i. 

Donc 

un - ni’) + Tn- 


OÙ PP' est la mesure de PP' sur l’axe s, et où Pj est un point compris 
entre P et P' sur la droite PP' eù lequel on doit calculer 

as 

59. Une direction intéressante à considérer en chaque point P, 

c’est la direction n issue de P, normale à la surface de niveau 2 passant 
par P et dont le sens est celui qui va vers les surfaces de niveau cor- 
respondant à des valeurs de / supérieures à la valeur /(P). On dit que 

n est dirigé vers les / croissants. On calcule ^ P \ c’est un nombre 



positif ; on porte à partir de P dans le sens de n un vecteur de longueur 
C’est ce vecteur qu’on appelle le gradient du champ scalaire / 

au point P. Ce gradient définit un champ vectoriel c(P) qu’on repré- 
sente par le symbole grad /. 
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Lorsqu’on connaît le gradient de /, on peut calculer la dérivée de 
f dans toute direction s. En effet, soit PP' = Xn, PP" — l s, et suppo- 



sons de plus que P' et P" soient sur une nicine surface de niveau : 


f{P')=^fiP"). 


Eu appliquant le théorème des accroissements finis, on a : 

lun _ /(J-) + PP' 

fiP") = HP) + PP" 

d’où 



mais si cp est l’angle de n et de a et si les plans tangents aux surfaces 
de niveau varient continueinent comme nous l’avons dit ])lus haut, 

PP' est égal à 7^P''cos<p à une quantité e près, telle que ^^nde 

vers zéro lorsque P' tend vers jP; autrement dit, si PP' est infiniment 


petit du premier ordre, il ne diffère de PP'' cos (p que d’un infiniment 
petit d’ordre supérieur. 

6 
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Dès lors Pi et arrivent à la limite en P, et l’on a au point P, 


grad i=^n 

car, bien entendu, n est un vecteur unité ; de plus 
^ i d/ -> “> df 

,grad/=^n.. = ^cos<p 


ce qui montre que l’opérateur ~ est représenté par le produit sca- 
laire symbolique s grad, grad étant un opérateur qui, appliqué à un 
scalaire, donne un vecteur; on peut le considérer comme un vecteur 
symbolique. On verra ces faits d’une façon beaucoup plus claire un 
peu plus loin. Il convenait d’introduire le gradient de cette manière 
tout d’abord, parce que c’est comme cela qu’on est accoutumé de le 
définir dans les cours de mécanique et de physique. 

Désignons par df la différentielle de /, c’est-à-dire la partie princi- 
pale de la variation infiniment petite de /, lorsqu’on passe du point P 
au point infiniment voisin P', tel que PP' = dr ; on aura 

df ~ grad / • dr 

car dr = s ds. 


En coordonnées cartésiennes, on aurait 

dj = ^ dx + ^drj +üdz. 

‘ dx ^ày'^ dz 

où l’on emploie le même symbole / pour représenter le champ en coor- 
données / (a:, 1/, z). Dès lors, puisque dans cette hypothèse 

dr — dx i dy j dz k, 

le gradient est le vecteur : 


grad / 
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qu’on peut représenter par la notation 


( 


^ thc ^ ày 



f, 


l’opérateur entre parenthèses est un vecteur symbolique, dont la défi- 
nition par le moyen des axes n’est naturellement pas satisfaisante ; 
on en donnera plus loin une définition intrinsèque. 


Représentation sectorielle des éléments de surface. 

60. Pour étudier les propriétés différentielles des surfaces, il nous 
a suffi de considérer de petits morceaux de surface, et les lignes 
que nous avons appris à tracer sur les surfaces se définissant de proche 
en proche par des équations différentielles, on pouvait imaginer que 
ces morceaux se raccordaient et formaient des bandes, lesquelles bandes 
accolées constituaient la surface dans son ensemble. 

Les propriétés de la surface dans son ensemble ressortissent à des 
principes très différents de ceux auxquels nous sommes accoulurnés 
jusqu’ici, leur étude est l’objet de la topologie. Une notion importante 
de cette science a trait aux faces d’un élément de surface ; un tel élé- 
ment, en effet, a deux côtés comme cette fouille de papier, mais est-on 
sur qu’en raccordant ces éléments les uns aux autres, on obtienne une 
surface sur laquelle il soit possible de distinguer encore deux côtés ? 
L’exemple du ruban de Môbius prouve que cette certitude ne serait pas 
fondée. Qu’on prenne une bande de papier assez allongée, un ruban, 
et qu’on en colle les deux extrémités l’une à l’autre a])rès l’avoir tordu 
une fois. On peut tracer un chemin sur cette surface partant d’un point P 
et aboutissant au point qui est derrière P sur le ruban, sans avoir à 
passer par les bords. Le ruban de Môbius est une surface qui n’a qu’un 
seul côté ; elle est unilatère. 

Nous supposerons n’avoir affaire qu’à des surfaces bilatères. Un che- 
min qui part de P ne peut aboutir au point qui est derrière que s’il 
franchit un bord. Si la surface bilatère ne s’étend pas à l’infini et si 
elle n’a pas de bord, elle est dite fermée. Une surface fermée divise l’es- 
pace en deux régions, l’une intérieure, l’autre extérieure. 

Sur une surface bilatère, on distinguera un côté de l’autre en disant 
que l’un d’eux est positif, l’autre étant négatif. Cela permettra de définir 
un sens sur la normale en un point d’une telle surface : on prendra le 
sens suivant lequel il faut percer la surface pour passer de la face néga- 
tive à la face positive. Lorsque la surface est fermée, on choisira tou- 
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jours le côté positif vers l’extérieur du volume limité par la surface, 
la normale n sera donc extérieure au volume limité par la surface. 

61. Soit, dès lors, autour d’un point P un élément de surface — nous 
ne dirons plus bilatèrc puisqu’il est entendu que nous nous bornons à 
cette classe — ; représentons par dcr son aire infiniment petite. Un 
vecteur lié è P, porté par le support de n et de meme sens, dont la lon- 
gueur est d/j représentera l’élément de surface et cette représentation 



sera suflisainment [>récise et utile pour de nombreuses questions. 
On le notera d/j et l’on a bien évidemment 

d(j = n da. 


Intégrales curvilignes et intégrales de suj'face. 


62. Soit C une courbe dont l’équation est 
->■ -> 
r = r (0, 

t étant un paramètre de rejirésentat ion de C qui peut être l’arc s. On 
est amené tout naturellement à lonsidérer des intégrales 



ou 


/ 


r 


c [P) • dr ou IC [P] X d r 


c c c 

ce sont des limites de sommes : la première et la troisième sont des 
sommes de vecteurs, la deuxième, une somme de scalaires. Les signifi- 
cations en sont bien claires. On verrait sans peine, en particulier, que 
si C est rectifiable et de longueur finie, ces intégrales ont un sens, 
lorsque de plus /(P) et c (P) sont continues sur C et que leurs valeurs 
absolues |/ (P)| et y sont bornées. 
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On peut aussi considérer des intégrales de surfaces 

fffiP)Z ou fpiP)Z ou U t(P) X îa; 

S S "s 

nous avons déjà défini l’aire de 2 comme l’inlégrale da qui s’écri- 
rait avec nos notations S 

jjnda. 

V 

Pour être précis et clair, nous allons définir rintégrale 

jJ^X Ta. 

On divise la surface en N parties par un réseau de courbes. Soit la 
et désignons par Pi un point quelconque sur cette portion, soient aussi 
V [Pi) le vecteur du champ en Pi, et n< la normale à S en Pi ; appelons 
ùk(Ti le nombre qui mesure l’aire de la dite portion et considérons le 
vecteur Aar< porté par et de longueur égale à On formera la somme 

N 

X--= ^ T{P,) X 

i=l 

si cette somme, qui est un vecteur, a une limite lorsque N augmente 
indéfiniment et que les éléments Atji tendent tous vers zéro dans 
chacune de leurs dimensions, c’est cette limite qu’on représente par 

/) TT X (h. 

V 

Pour calculer efîecti veinent les intégrales 




X dr 


il est commode de procéder ainsi : on prend un vecteur unité a quel- 
conque, mais constant, et on calcule les nombres 


J} a • dr, ^ ’ if X dr 

G O 

JJ} a • dOf J J a • X da 
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qui sont des intégrales du type 


S = I 

l'F{s)ds ou l^lt) 

= O t„ 

JJ^ F (u, if) dudç, 


du 


(D) étant un certain domaine du plan des [cf. § 47). On calcule donc 

le nombre a T. On procède de cette façon avec deux autres vecteurs 

^ 

6 et c et l’on doit résoudre les 3 équations 

a 1 = A 
t7== B 

77 = C. 

Il n’est pas difficile (c/. exercice 12, ch. I) de voir que 

y- A0)Xc) a) '\-C(axb) 

~ (3T?) 

pourvu que a, 6, c forment un véritable trièdre. Si a = b = /, c = k, 
le calcul précédent revient au calcul des composantes de 1 par le moyen 

des composantes de l’élément différentiel qui figure sous ou sous JJ*. 

c y 

Il est bien entendu que chaque fois que les applications font inter- 
venir de telles intégrales, il sera nécessaire de démontrer qu’elles ont 
un sens avant de les utiliser. Si la surface 2 est quarrable, c’est-à-dire 

si Vintégr eÀeJJ*da a un sens, et si /(P) et v{P) sont continues sur S, 

si de plus leurs valeurs absolues [/(P)! et (P)| y sont bornées, les inté- 
grales précédentes ont un sens. 

On peut conserver la condition pour 1/| et j v| d’être bornées et laisser 
tomber celle de continuité tant pour les intégrales curvilignes que pour 
les intégrales de surface, pourvu que les points de discontinuité puissent 
être enfermés, dans le premier cas, dans un nombre fini d’arcs dont la 
somme soit aussi petite que l’on veut, et, dans le second cas, dans 
un nombre fini de portions de E dont l’aire totale soit aussi petite que 
l’on veut. On démontre ces propositions comme on démontre en ana- 
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lyse les propositions relatives aux intégrales curvilignes j ( s)ds ( 

c 

F(u, {>)dud^. Il est inutile d’y insister davantage ici. 


63. Théorème. Si la surface E est fermée et si elle est formée d’un 
nombre fini de portions régulières, c’est-à-dire de portions en chaque 
point desquelles le plan tangent est bien déterminé et le vecteur ri continu, 


l’intégrale JJ* do est 


nulle. 


Supposons tout d’abord qu’une droite quelconque ne rencontre 


pas la surface en plus de deux points, calculons alors 
a étant un vecteur de longueur unité. 



do (I 




A tout point P de 2, on peut en faire correspondre un et un seul autre 

P' de 2 situé sur la parallèle à a. Le nombre a do relatif à l’élément do 
situé en P est égal en valeur absolue à la projection de do sur un plan 
perpendiculaire à a. Mais la figure montre bien que la contribution 
ado', relative à l’élément do' en P', obtenu en coupant 2 par le 
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cylindre projetant le contour de da^ est égale et de signe contraire à 
la contribution ada. Dès lors 



S 

cette égalité devant avoir lieu quel que soit le vecteur a, on aura donc 



S 


La déinonsl ration s’étend sans peine au cas où il existe des droites 
qui coupent S en plus de deux points. Par exemple, dans le cas de la 
figure 23, on emploiera une surface qui forme, en prenant alternati- 



Fig. 23. 


veinent les deux sens possibles sur sa normale comme sens positifs, 
une surfais fermée avec une portion de 2 et une autre surface fermée 
avec le reste de 2. Pour chacune de ces surfaces fermées l’intégrale 


d (7 est nulle ; la somme des deux intégrales est nulle, mais comme la 


contribution de dans un cas est opposée à la contribution de E' 
dans l’autre cas, on aura bien encore 
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64. On donne des noms particuliers aux deux intégrales 

et 

S 


/* 


• dr 


la première s’appelle la circulation de v le long de C, la seconde s'aj)pelle 
le flux de P à travers S ; v ' dr est la circulation élénwntaire et c • du le flux 
élémentaire. La longueur de C est la circulation de t le long de 6\ 
l’aire de S est le flux de n à travers S. 

Une autre grandeur géométrique importante est Yan^le solide sous 
lequel d’un point O on voit une surface S. 

Considérons le vecteur OP — r et le champ 

— ► 


formons o > da en un point P d'une surface 



On a 

— ► — >• 

V (la — c cos (p dor = c dcr , 

où (p est l’angle d(^ c et de da et où da' est la projection de da sur la 
sphère de centre O passant par P, cette projection étant centrale. En 
effet, d(J est infiniment petit, la projection centrale à partir de O est 
égale, si r est fini, à la projection ortlu gonale de da sur le plan ])erpen- 
diculaire à r en P, à un infiniment })etit près d’ordre supérieur à l’ordre 
de da. 

De plus \^^da'\ est égal à l’aire interceptée par le cône projetant da sur 
la sphère de rayon un, centrée en O. Ce nombre est l’angle solide sous 
lequel de O on voit da. On donnera un signe à cet angle solide ; il sera 
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positif si O? rencontre 2 par la face négative, c’est le cas de la figure, 
il sera négatif dans l’autre cas. 

L’angle solide sous lequel on voit de O la surface 2 est donc 



Si 2 est fermée et si O est intérieur, cet angle vaut 4?: ; il vaut zéro si 
O est extérieur, et enfin, si O est sur 2 il vaut 2;: pour autant que O est 
un point régulier de 2 ; on voit sans difficulté que l’intégrale précédente 
a un sens malgré le fait que r est nul en O. 


Les opérateurs différentiels. 


65. On sait que la dérivée f (x) d’une fonction /(a;) d’une variable 
réelle s’obtient en considérant les valeurs de / aux extrémités d’un 
intervalle on forme leur différence qu’on divise par la'longueur 

de l’intervalle ; on fait tendre x' vers x et on cherche la limite de ce 
rapport : 



f{x) — f{x') 

T ’ 


si cette limite existe, quelle que soit la manière dont x^ tend vers Xy 
elle est dite la dérivée de f[x) en x. 

Lorsqu’on veut chercher à généraliser la notion de dérivée à des 
fonctions f[P) ou f'(P) définissant des champs scalaires ou des champs 
vectoriels, on peut procéder comme on l’a fait déjà pour un scalaire 
en prenant des droites passant par P le long de chacune desquelles 
/ ou ne dépendent que d’une variable. Mais on conçoit bien que ce 
procédé ne renseigne pas complètement sur la variation de / ou de P 
autour de P ; on a vu pour / que l’étude complète de cette variation, 
au premier ordre tout au moins, est conditionnée par le vecteur grad / 

qui permet de trouver ~ quel que soit le vecteur pourvu qu’on ait 


déjà figuré les surfaces de niveau voisines de P. 

Il existe cependant un procédé systématique applicable, à / aussi 

bien qu’à 9, qui généralise parfaitement la notion de dérivée et qui 
fait intervenir les valeurs de / ou de P en tous les points voisins de P. 
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On entoure P d’une surface fermée 2, située tout entière dans /?, 
et dont l’élément est représenté par le vecteur da. On calcule les rap- 
ports suivants : 






Fig. 25. 


les numérateurs étant des intégrales de surface étendues à X tout entière, 
et T étant le volume limité par £. 

On fait tendre r vers zéro de façon que Taire de X tende aussi vers 
zéro, c’est-à-dire que tous les points de X tendent vers P ; si les limites 
des rapports précédents existent quelle que soit la manière dont r 
tend vers zéro, on les appellera respectivement 
gradient du champ scalaire / en jP, 
divergence du champ vectoriel v en P, 
rotationnel du champ vectoriel v en P, 
ce qu’on écrit 

grad /, div v et rot v. 

On peut cependant utiliser un symbole unique pour représenter ces 
trois opérations. 

On écrira 

V / = lirn 

r = 0 

ff da"{Q) 

“*■ S * , —*■ 

V • ^ = hm (ou aussi v ) 


J. 

T 
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// 


da X ^ {Q) 


V X = lirn 

T = 0 


et l’on prononcera del eff, del point oé (ou môme del vé)^ del cross oé^. 

V est un opérateur, mais eet opérateur est en même temps une sorte 
de vecteur symbolique qui est en rapport étroit avec les vecteurs da. 

Ces définitions, dont la première est équivalente, comme on le verra, 
à celle qui a été donnée ])lus haut du gradient, sont des définitions 
intrinsèques, au moyen desquelles il sera particulièrement aisé, sinon 
de calculer numériquement, du moins d’étudier directement les pro- 
priétés des cham])s. 


66. Il est bon de savoir calculer toutes ces grandeurs en coordon- 
nées cartésiennes. On utilisera pour cela les notations suivantes : 
champ scalaire : /(P) = F y, z) 

champ vectoriel ; o (P) = X (œ, y, z) i Y {x, y,z ) j Z (x, y, z) k 

et l’on prendra le volume r dans le stade infinitésimal dr, ce sera un 



parallélipipède rectangle dont P y, z) occupe le centre et dont les faces 
sont perpendiculaires à i, /, k, les dimensions étant dx, dy, dz. 11 y aura 
six éléments de surfaces à considérer et on pourra prendre six points Q 
au milieu des six faces. Ces points auront les coordonnées suivantes 

y. z'j , (a;, i/± (a:, y, z ± 

^ On appelle parfois cet opérateur nabla, mais nous emploierons le nom donné 
par Gibbs. 
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et les faces correspondantes seront représentées par les vecteurs 
db i dy dz, ± / dz dx, do k dx dy. 

Les fonctions / (Q) et ^ [Q) auront aux six points considérés des valeurs 
faciles à calculer, au second ordre près, si l’on admet que F (æ, y, z), 
X {x, y, z), Y{x, y, z), Z{x, y, z) ont des dérivées partielles du premier 
ordre .continues. Par exemple pour le point Q milieu de A B C l) : 

f{Q) = P + J, y, 2^ = P{-^, ^ T ’ 

on écrira même F {x, y, z) — Fq, car dans le passage à la limit e P est 
lixe 


1, Calcul de V/. On devra calculer 


,rJ/X/ô 


tendue aux six faces. 


Contribution de ABC J) : i F^ dy dz -f- i ~ ^ dy dz 
Contribution de KF GH : — i F^ dydz ■ i dy dz 


dont la somme est 


DF 

i ^ dxdydz. 


On ol)tiendra pour les six faces 

(dF-t^dF-^ ^ dF-^\ , . , 

en divisant par dr = dx dxj dz, il reste 

^ nm ^P-:- ,3P^,^Pr 


2. Calcul de V <'- On devra calculer ^ j da-c étendue aux six faces. 


^ e • . ^ 3Xdx^ dYdx-^ PZdxf-l 

Contribution daABCÜ: i m/az ^ ^ ^ 

dX dx-t dY dx-^ dZ dx -■ 


Contribution de 
dont la somme est 


TTrru A dXdx-t dY dx^ dZdx-^1 

El GH : -t dydz ^ J 


dx 


dx dy dz. 


^ Il est clair qu’on pourrait rendre ce calcul plus rigoureux en prenant des figures 
de grandeurs finies et en appliquant le théorème des accroissements finis. 
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Pour les six faces, et après division par dxdydz, on trouve 

- dx dY dz 


3. Calcul de V Xt^. On devra calculer 1 1 da X étendue aux six faces. 


Contribution de ABCD : 


„ dXdx ^ DYdx „ ?Zda 


contribution de EF GH : 


J J r -*‘dY\da'~\ 

= dydz\-jZ,+kY,+ {-, ^+k 2 J 


—dydz 0 0 

y 3X^ dYdx dZd.t 

’> dx 2’^^ dx 2’ a 2 

dont la somme est 




Pour les six faces, et après division par dxdydz^ on trouve 

^ -> (dz dY\-i ^ . /dx dz\^ , (dY dx\f 

Ces trois expressions s’obtiennent le mieux du monde en considérant 
V effectivement comme un vecteur dont la forme cartésienne est : 

^ 7x + ' ^ + dz 

alors 

^ dF-t dF~^ dF -f' 

où il faut entendre que F dans le second membre est la fonction de x^ y, z 
qui représente le champ F, Ensuite 

^■'-("l+’|+‘|)^(AÎ+y7+2Ï) 
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on fait le produit scalaire comme de coutume et on remplace le produit 


dx 


X 


9X . 

par alors 


Enfin 


= 


^ £y 

àx ày dz 


Vx 



i j k 

L 1 1 

dx ày àz 

X Y Z 


qui est un déterminant doublement symbolique dont le développe 
ment redonne le résultat écrit plus haut. 


67. On pourrait se contenter d’avoir montré que les deux expressions 
cartésiennes du gradient, obtenues au moyen des deux définitions, sont 
identiques et on affirmerait sans plus que ces deux définitions sont 
équivalentes. Si l’on désire ne pas recourir aux axes, on procédera de 
la manière suivante : on prendra un petit parallélipipède dont deux 
faces sont tangentes en Q et en Q' à deux surfaces de niveau infiniment 
voisines, P étant au milieu de QQ*. Aux autres points Q sur les quatre 
faces latérales correspondent la même valeur de /, car ils sont sur la 
surface de niveau de P, les contributions des surfaces latérales à l’in- 


tégrale de surface 



ont un total nul et l’on trouve bien pour la 


limite du rapport de cette intégrale au volume du parallélipipède un 
vecteur dirigé selon n et de grandeur égale à Les deux définitions 
du gradient sont donc équivalentes. 


68. On a vu déjà que le calcul de la différentielle d’un scalaire j{P) 
se ramène au calcul du produit scalaire de dr par grad /, dr étant le 
vecteur infiniment petit qui joint les deux points en lesquels on prend 
les deux valeurs de / dont on calcule la différence, (§59) : 


df = dr • grad / 


ce qui s’écrit aussi 


df = {s v) / 
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avec rfr = 5 ds^. L’opérateur s V se définit bien évidemment aussi de la 
façon suivante 

(tv)/= lin. — 

T= 0 ' 


et cette formule n’esi valable que si s est un vecteur constant. 

On peut aussi calculer d i' (P) étant un champ vectoriel. On a 
encore 

( 1 ) 

avec 

{sd(j) c 

lin/^5 (2) 

0 • 

Celle dernière formule qiii définit (.s V) c n’est encore ap})licablc que 
si s est conslanl ; la ])r(uniore donne c (P^) — (P) avec PP‘ = s ds^. 

Ou la démontre en partant de la définition de s V ; on choisit un vo- 
lume élémentaire cylindrique, les bases étant deux j)etils cer(‘les dont 
P et P' sont les c(mlres, cl dojit les ))lans sont perpendiculaires h PP' , 
c’cst-à-dirc à s. La contribution de la surface latérale a l’intégrale de 
surface est nulle ])arcc que tous les dxj latéraux sont perpendiculaires 
à .V, donc pour eux (sdcr) c = 0, Il rcîslera alors, en a]q)elant C l’aire des 
l)ases, 

"{P')‘C~7{P).C 

’ 

d’où 

(îv) 7.|pe'| = 7iP')~-7{P), 

ce qui redonne bien (1). 

On peut aussi définir l’opération (s X v) par les égalités : 

— ► ■->- \ — > 

.V X d(j) ■ U 

(«sXV)u == lim 

T = 0 " 

^ On a ici I « j = 1. 
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Règles de calcul. 

69. L’opération dont V est le, symbole est évidemment distribu- 
tive par rapport à l’addition. Ou a 


V (/ + ?) = V / + V « 


V [U 4- r, = V + V U 


et 


V >, [Il -f- vM = V X K 4- V 


Cela tient au fait que l’inléoralc et le passage h la limite sont deux 
opérations distributives par rapport à l’addition, linéaires en un mot. 
Il est des cas où un champ est défini ])ar une intégrale, ])ar exemple 

{P, =ffF(l>.Q)d,^. 

y 


où F{P, Q) est une fonction st'alaire des deux jioints P et Q. A-t-on le 
droit d’écrire 


Vg(/^) 


=//? 


[' (/', Cl <ha ■. 


L’indice P a pour but de faire remarquer que l’opérateur ne porte que 
sur F, considérée comme fonction de P, Q étant un point censé fixe 
dans l’opération V. 

F 

La formule précédente est l’analogue de la formule de dérivation par 
rapport è un paramètre sous le signe f. 

La démonstration en est aisée dans des conditions assez restrictives. 
Soit P' un point voisin de P 

/^ = As • ^ 


g (P') — g {P) 


=// 


F{P\Q)~~F{P.Q) 

^s 


daq. 


on a : 



Si Toiî admet que F{P, Q) considérée comme fonction de P a un gra- 
dient, on aura 

l'(P', Q) ■ - F(P. Q\ = A.V . 

Pi étant un point situé entre P et P\ Donc à la limite, si le gradient est 


.s giîul g(/*) ^ j j s \ivMip F(P^Q)(i(jQ, 


ou, puisque cette Formule est vraie quelle que soit la direction s\ 


/.'(A 


On étendra la règle du V agissant sur une intégrale à tous les cas 
possibles : intégrales curvilignes, intégrales de volume, portant sur 
des vecteurs ou des scalaires. Pour les Vx, où le théorème des 
accroisseineîils finis n’est pas immédiatement ap]>licable. on fera inter- 
venir un vecteur constant .v et Ton aura à traiter de produits mixtes 

— >• 

où le signe rros.s ne siu’a plus i mmédiateineul après V. 

70. On trouve les foruniles qui ])erineltenl d'obtenir le V d’un 
produit en remarquant d’afaml que l’élément différentiel sous le signe 

dans la définition de V est de la forme 


(h q<n multiplie' le produit considéré. 

Prenons un cas qui ])ermet de traiter tous les autres j)ar analogie: 


V • (n. X O ) = lim 


ffr^-Çx7) 
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JJ' Z.(u{Q jXsJQ)) ~ IJ da\u(p) X r((>') +J^ àa • {u(Q) X~v {P)) ^ 

S " I 2 

JJ da •\[u{Q) ■ u(P)]yXv(Q] ■~~v{P^^^^ Ta>\u[P) X~v{P)\. 


-f 


Les deux premières intégrales du second membre divisées par r 
ont pour limites 

v-(;rxTr). 


dans la première c esl considéré comme un chaiii}) variable tandis 
que U esl constant, il a dans tout l’espace la valeur qu’il a en P ; dans 
la deuxième, u esl variable et c constant. 

La troisième intégrale esl un infiniment ])etit d’ordre supérieur 
au volume, elle est en efîel de la forme 





en divisant par r, on obtient une quantité infmiinent petite. 
La quatrième intégrale est nulle, car elle peut s’écrire 


jj dü • U (P) > c(P) 
"s 


et I j dfj ~ 0 puisque X esl fermée. 
* 2 


On [)ourra donc écrire 

V.(;r>:7)..V.(;rxTr) + V-(^Xc) (1) 

f f 

la flèidie verticale jdacée sous une lettre indique que cette lettre est la 
seule grandeur qui doit cire considérée comme i>ariahle dans la paren- 
thèse qui la contient. 

La règle qu’exprime l'équation (I) s’applique à tous les cas et elle 
s’étend aux produits de plus de deux facteurs. Le lecteur le verra 
bien aisément. 

La suite des opérations s’effectue en remarquant que V est un 
vecteur; on appliquera donc les règles du calcul vectoriel en ayant 
toujours soin de ne jamais mettre à gauche de V des grandeurs varia- 
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blés, figurant d’abord à sa droite, To^irie si l’algèbre vectorielle permet- 
tait un tel transbordement, car V est encore — el surtout — un 
opérateur agissant sur les grandeurs variables placées à sa droite. 

Nous obtiendrons donc les formules relatives aux produits en appli- 
quant la formule (1) appropriée à chaque cas particulier, et en faisant 
des transformations dont le but est toujours d’amener V à toucher le 
facteur variable et si possible à l’isoler à l’extrémité droite d’un mo- 
nôme. Il sera aussi utile d’avoir la formule définit ive avec les notations 
grad, div, rot. 

10 ^(/g) = V(/s) + V(/g) = ( V/)j: + / ( V Jf) - g^/ + /Vg 

grad jg = ^grad/ + /grad ^ 

20 V- (/7):-V (/■?■) + v(/^)=v/ -T^+ZV •7='?. v/+/v-^ 

d i N'( / c ) = i’ . grad / -|- / di v c 

3® V x(/vO = V x(/c)-}-V X — V/x ('-f/V x<^^=/V x<' — <'X V/ 

rot f if = f rot V - c X grad / 


V(w r ) = <')■}" V(f/ 


or 

(1 X (bxc) — 

tiat)-\7a)7 

d’où 


6 X e ) ~f (a 6 ) r, 


— ax( 

donc : 




V(a c ) X ( V X n ) -f (c v) n. 
et par conséquent ; 


^(Zr.^T) = (V X «)+»>: (V X 7) + (^ v) U + (« Vp 
grad (u • c ) ~ c x rot u -f u.x rot c + ( V) n- -h v) <'• 

50 V.(ux^)^v(ux7) + V.(ûrxc). 

On peut intervertir Je point et la croix : 

V.(nx^):==(Vxu).r 

i 

^ On a appliqué la formule aXm 6 = amXftoùa==V, w==/, è = c. 



— 101 — 

donc : 

-*■ / -►. ->-\ /->• -»-\ -► -> 
V-li*Xt^; = vV X uj- U — U-V X<^ — f'-V X n — a-V X<^ 

div ( U X ) = <^ • rot u — u • rot ^ 


6 ° V X (ïîx ^) = V X (ïT x"?) + V X (ïTx < 0 , 

4 4 


or 

vx(«x7) = (^v)u-^(v.ir), 

d’où 

^ X iux 7 ) = ( 7 rv)u- 7 (v. »)-(« Vp+ »(v"). 

rot {u X ~ V) w — (m v) di V w ii div p. 

On trouvera plus loin quelques exercices qui compléteront ce jeu de 
formules. 


Itération de V. 


71. L’application de V à un champ redonne un champ. 11 est utile 
de savüii’ appliquer à nouveau V à ces champs dérivés. L’itération de 
V conduira à des expressions qu’on peut écrire presque infailliblement 
si l’on est assuré que. pour cette double opération, V est encore à consi- 
dérer comme un vecteur symbolique. 

On aura 

1» V • (V /) — V*/ ou div grad / = VV) (^) 

ou introduit ici un nouveau nom pour désigner l’opérateur div grad = V^} 
on l’appelle le laplacien et on le représente par lap : 


ou cartésien 


lap / = div grad / ; 






k 


()z ’ 


donc 


^ ^ ^ ^ ^ 


hp/ = 




4- 


^ dz^ ’ 


où il est entendu que / désigne, soit le champ /(P), soit la fonction de 
a-, î/, Z qui représente ce champ. 
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Ensuite 

20 V X V/-(V X v)/ = 0 (2) 

3ar a X n — 0 ; donc 

rot grad / = 0. 

Puis 

30 V ■ V X U = ( V V U ) = 0 (3) 

car ( a O 6 ) = 0 ; donc 

div rot n = 0. 

40 V (V • n ) = grad div u (4) 

c’est un vecteur dont les composantes sont 

æx ^ æz 

()3c^ dxày ’ 

ch'9y ’ 

(T^X ^ 

dxfdz ^ d7?‘ 

5° L’o])éraleur ( w) n est essentiellement nouveau; on l’appellera 
encore laplacien de u. Sa définition intrinsèque est donnée par les 
considérations suivantes : 

6° V X ( V X n) = V ( V ») — V* H (5) 


si l’on applique la formule du double produit vectoriel ; donc 


la P u -- grad div u — rot rot u,. 


les opérateurs dans le second membre étant définis par les passages à 
la limite qu’on connaît. 

Il est bien clair que les identités (2), (3), (5) ne sont pas démontrées ; 
nous les avons obtenues par induction. On peut les vérifier par la mé- 
thode des coordonnées pourvu qu’on écrive 


I ^ ^ 


Z. 


Mais il convient de les démontrer directement. Les considérations du 
chapitre suivant le permettront. 
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Exercices. 

1. Ou a vu au § 31 que la distribution des vitesses dans un corps 
solide qui a un point fixe est donnée par la formule 

^(P) = Z X OP ; 

montrer que rot divt^ = 0. 

2. Dans un champ vectoriel ^(P), on considère les lignes de champ, 
c’est-à-dire les courbes tangentes au champ en chacun de leurs points : 
calculer leur courbure et leur torsion en fonction de c (P). [On aura 

r.. içi , 1 = |(Tv)Ti, 1 [îx (Tv)r. çr^yt] o.-. 

{t v)^ est un opérateur dont la signification est bien claire]. 

3. Si PP' — h s, on aura 

f{P') = f{P) + ^ (îv) /(P) + ^ (Tv)V(P)+ - + ^ (Îv)”/(P)+- 

OÙ (sV)” est un opérateur défini par la formule 

m-h- (Tv)(Tvr-v. 

4. Déterminer le gradient du champ scalaire dont les surfaces de 
niveau sont des ellipsoïdes dé révolution aux méridiens homofocaux, 
la valeur du champ sur chacune de ces surfaces étant proportionnelle à 
son grand axe. Trouver les lignes de champ du gradient de ce scalaire. 

5. Montrer que le champ vectoriel i^(P), perpendiculaire à un plan 
fixe, dont l’intensité en chaque point est fonction de la distance à ce 
plan, est le gradient d’un champ scalaire. ^ 

6. Même problème pour un champ perpendiculaire à un axe, dont 
l’intensité est fonction de la distance à cet axe. 

7. Si les lignes de champ de sont orthogonales à une famille de 

1 

surfaces, leur courbure - est donnée par la formule 

P 


8, Calculer di\ r, rot r, div cp(r) r, div —, lap -, où le champ r(P) = OP, 
<p(r) étant une fonction de r == |OP|. 



9. Un champ scalaire /(P) est défini par l’éqnation 

l(i>) = (îTT^) 

où^, T, ïv sont trois champs vectoriels ; calculer grad / et lap /. Cas 
particulier : u /*'*/% c \u r )a, ■= r x b, a et h étant deux vec- 
teurs constants. 

10. 1^’opérateur V est appliqué trois fois de suite à un champ scalaire 
/(P). Examiner les cas possibles. 

1:1. Même problème pour un champ vectoriel c(P). 

12. Quelle est la signification de l’expression [( V X c ) x ^’ ] ? (Il est 
entendu icj que V porte sur tout ce qui suit ce symbole) ; la calculer. 

13. Mêmes questions pour [(Vn )c.] [(v X w )• c ]. 

14. Etablir quelques formules où intervient l’opérateur V itéré 
portant sur un produit ; par exemple V-Vx/c, Vx[Vx (îTx^)], ou 

encore V •/ ^0 J V‘(cV)u. 

15. Etablir les formules du § 70 en partant de la forme cartésienne 
de V ; on verra que quelques-unes d’entre elles s’obtiennent par des 
calculs assez fastidieux. 

16. v(P) étant un champ quelconque, et r(P) ayant la signification 
habituelle, montrer que 

{ 7 ^) 7 ^ 7 

•m . ■ ^ . 

17. Si a est un vecteur unité constant, on a 

a [grad {a • c)-{- rot (a x c)] ~ div c. 

18. Calculer les projections du champ c(P) sur les plans tangents 
aux surfaces de niveau du champ scalaire /(P) et sur les normales à 
ces surfaces. 



CHAPITRE V 


Théorie des champs (suite). 
Transformations de certaines intégrales multiples. 


Transformation d'intégrales triples, 

72. Les définitions que nous avons données des diverses opérations 
qu’on peut faire au moyen du symbole V conduisent immédiatement 
à certains théorèmes de calcul intégral qu’on démontre d’une manière 
très laborieuse par la méthode des coordonnées. 

Soit f{P) un champ scalaire possédant un gradient. Considérons une 
surface fermée 2 (formée d’une ou plusieurs parties) limitant un certain 
volume V. Décomposons ce volume en N parties et désignons par Ar< 
le volume de la i^^ ; soit un point dans celle-ci. Appelons de plus 
2< la surface qui limite Ar<. 

Si /(P) admet en chaque point de V et sur 2 un gradient, on pourra 
poser 

4- eiàzi = JJ* I (h (1) 

où £< est un vecteur qui tend vers zéro lorsque tous les points de 2< 
tendent vers P^. Soit n le plus grand des vecteurs £< ; r/ tend vers zéro 
lorsque le nombre N augmente indéfiniment et lorsque chaque volume 
Ar» tend vers zéro dans toutes ses dimensions. En faisant la somme 
membre à membre de toutes les équations (1), il est manifeste qu’on 
obtiendra pour le second membre une intégrale de surface étendue à 
toutes les portions des 2i qui ne sont pas des cloisons mitoyennes à 
deux portions de volume. Si / est une fonction bornée, cette intégrale 
sera justement 


V/(P,)At, 
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car les intégrales mr les surfaces mitoyennes s’entre-détruisent com- 
plètement. 

Le premier membre de la somme tend vers 

ffpnpxk 

V 

car |26 <At<|<;)7 F, V étant le nombre mesurant le volume total et >5 
t endant vers zéro. On a donc 

y E 


Cette égalité exprime le théorème du gradient. On en tire, en coor- 
données cartésiennes, la formule connue : 


JJJ ^ ^ dxdydz — JJ* fdydz 


En faisant les mêmes hypothèses sur le champ vectoriel ^{P)i on 
trouve aussi 



X edr 


-// 


V X dü , 


( 2 ) 


OU, en coordonnées cartésiennes, pour la composante en i : 


V Y. 


OL, (3, y, étant les cosinus directeurs de la normale extérieure à la surface 
lé et X. y, Z, les composantes de c. L’égalité (2) exprime le théorème 
du rotationnel. 

De même 



• dr 


-IP 


da ; 


cette égalité exprime le théorème de la dwergence, ou comme on l’appelle 
aussi le théorème d'Ostrogradzky. Si Vn représente la projection de 0 sur 
la normale n extérieure à 1 

S>d(J — i^ndOy 


c’est ce qu’on appelle le flux élémentaire du champ qui sort de la sur- 
face da ; dès lors : Vintégrale étendue au volume F, limité par une 
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surface 2, de la divergence d*un champ v est égale au flux total de ce champ 
sortant de 2. 

En coordonnées, ces relations s’écrivent : 

ÜTls + f + f) + '^1 *■ 

^ S 

Cette formule a de nombreuses applications. 

Prenons v(P) = r = OP = xi y j zk \ div r = 3, donc 


Jff ^ 5 ff + ^^2/ H- 72) da ; 


l’interprétation géométrique est bien claire : le volume total limité 
par 2 est égal à la somme algébrique des volumes de^ pyramides 
élémentaires dont O est le sommet et dont les bases sont les éléments 
d’aire de 2 ; les hauteurs de ces pyramides sont bien évidemment 
r. n ~ax fy -{- yz ; les bases sont positives ou négatives suivant que 
OP arrive à la surface par la face négative ou par la face positive. 

Supposons que v — grad /, div v = lap / ; d’autre part 


et alors : 


da • grad / ~{n\/) f da ~ ^ da^ 
an 


y S 


Cette formule est importante dans la théorie des fonctions harmo- 
niques. On peut l’énoncer encore : l’intégrale du laplacien de / étendue 
au volume V est égale au flux total du gradient de / qui sort de 2. 


Transformation d'une intégrale curviligne; théorème d' Ampère- Stokes. 

73. On va démontrer une formule très importante qui permet de 
passer de certaines intégrales curvilignes, étendues à des courbes fermées, 
à des intégrales prises sur des surfaces limitées par ces courbes. Mais, 
auparavant, un lemme est nécessaire. 

Soit un volume cylindrique limité par une surface latérale S et deux 

bases perpendiculaires au vecteur unité a. Soit de plus un champ v{P) 
défini dans une région contenant ce cylindre. 
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On aura bien évidemment, par la définition même de V X : 

^ fC a ‘ {ch xT) Cf ^ • (a X d^) 

a • V X ^== lim lim : 

t==0 ^ r-0 " 


on prendra pour volume le cylindre lui-même dont on imaginera qu’il 
3e réduise ensuite au point P situé sur l’une des bases. Or, pour les 
surfaces élémentaires. des bases, ou a : 

' (a X dor ) = 0 



de 


la surface latérale S donnera seule une contribution au numérateur. Or, 
si l’on considère l’élément da limité par deux génératrices infiniment 
voisines, 

— — >• — ► 

a X ch — h dl, 

h étant la hauteur du cylindre et dl l’élément dirigé du contour de la 
base, le sens de dl étant tel qu’il indique une rotation dans le sens 
positif autour de a. 

Par conséquent 

(a X <fo) = rft 


et, dès lors, le lemme en question s’exprime par les égalités : 


« • ( V X (» ) = lim 


h j* V • dl 


h. A 


— lim 

A=--0 



C étant le contour de la base, qui peut avoir une forme quelconque, 
et A son aire. 

Soit maintenant une surface 2 limitée par un contour C quelconque, 
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plan ou gauche, Set C étant situés dans la région R où est défini ; 
on suppose de plus que ce champ a un rotationnel dans R. 

Divisons S en aires élémentaires et soit da Tune d’elle, ^le champ en 
un point de da et n la normale à S choisie de façon que, près du bord C, 
un mobile parcourant C dans un sens donné paraisse tourner dans 



le sens positif autour de fi. Le sens de n étant choisi pour tous les 
points de X par continuité, on définira un sens de parc ours sur le contour 
de chaque élément da par la même convention. Dès lors, en vertu du 
lemme précédent, 


da n ‘ X V ^ 



c 


c étant le contour de da. En faisant la somme des premiers membres 
pour tous les éléments de surface, on trouve 

ff (V X7).,fa; 

les seconds membres ont des parties qui s’entre-détruisent, ce sont les 
portions d’intégrales curvilignes étendues à des arcs qui sont frontières 
de deux da contigus ; ces arcs sont parcourus en effet dans deux sens 
différents. Il restera une intégrale curviligne étendue au contour C 
limitant X et l’on a la formule d’ Ampère- Stokes : 

ff (vxTr).rf?; 

c "i 

ce qui s’exprime ainsi : 

La circulation totale de a le long d’une courbe C est égale au flux total 
du rotationnel de c à travers une surface X dont C est la frontière, le côté 
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positif de la surface ayant été précisé d’après le sens de parcours de 
Cy comme on l’a dit plus haut. 

Il va sans dire que ce théorème est encore valable si la frontière de 
2 est formée de plusieurs courbes fermées, pourvu alors que le sens de 
parcours sur chaque courbe soit convenablement déterminé. 

On peut appliquer cette formule au cas particulier d’un champ 
parallèle au plan xOy, dont les composantes .Y et Y ne sont fonctions 
que de x et y. Soit C une courbe plane, située dans xOy^ 2 la région du 
plan xOy limitée par C ; on aura 

<h — k dxdyy 


et 


donc : 


V X = 


^ V > dl — J* Xdx Y dy, 

dx dyp 


i J k 

AAI 

dx dy dz 
X Y 0 


Jxdx + Ydy = ff(^^ - do^dy; 


O s 

c’est la formule de Riemann, 


On démontrerait de même et dans des conditions analogues que 

f JJ ^ ^ 

O s 

et que 




X 


Retour sur V itération de V. 


74. L’opérateur est par définition V • V, ou 



S 


r = 0 


T 



Soit, dans un système de coordonnées, U = Xa V'è + Zc, a, 6, c étant 

constants, on a 


= V2A:.a+V2y*î+ V^Z .■?, 


ce qui montre que la même notation pour un scalaire ou pour un 
vecteur n’entraîne pas de contradiction. On a d’ailleurs auparavant 

V - U = VX.o + VY-t+ VZ.7. 


Ces remarques utiles étant faites, considérons 

dd XV f 


fp 


VxV/ = lim . 
r = 0 


or on a pour toute surface fermée 2 ; 



S 


car si on décompose 2 en deux parties par une courbe fermée C, l’inté- 
grale précédente est la somme de deux intégrales curvilignes identiques 
étendues à C, prises respectivement dans les deux sens. On a bien 


V X V / = 0 ; 


rot grad / = 0. 


On a ensuite 


//■ 


dd • S/ X U 


V • V X U = lim • 

T = 0 


mais en décomposant la surface fermée 2 en deux parties par une 
courbe fermée C, on trouve encore, en vertu du théorème d’Ampère- 
Stokes, que 
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On a encore 


(VxV) X «= 0 


car iT® X v) X n = 0 si S est une surface fermée, parce que si 

l’on divise de nouveau X en deux parties par une courbe C fermée, 
l’intégrale sur S se ramène à l’intégrale 

X U 
c 

prise deux fois et en sens contraires. 

L’opérateur V ( V • u)=: grad div u est défini par le passage à la 
limite 


ffZiV-u) 


V ( V • » ) = liin ■ 
T = 0 


d’autre part, 


/ -► y 

VX (Vxuj=r hm 

r-0 

, 

mais si a est un vecteur constant, on a 


IJ da X {s/ X u) 


7x (Vx ») = v(«.«)-(av)« 

V ( a . ) — ( « X V ) X M -f U ( V . U ) ; 


en faisant a ~ da . ou aura 


Jj [dxj X V) X U + f/a (V • n ) — (daV) i 


VXVVXu) — lini , 

r-ü 

l’intégrale du premier terme est nulle, dès lors : 
soit 

rot rot U = grad div u — lap u. 

Les formules indiquées au § 71 sont donO établiés intrinsèquement. 
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Facteur intégrant. 

75. Demandons-nous quand w • dl ou mieux • dr est une dilléren- 
lielle totale exacte ; c’est bien évidemment lorsque l’intégrale curvi- 
ligne 


/■ 


V • dr 


prise sur une courbe joignant deux points A et ^ ne dépend pas du 
chemin d’intégration, mais de A et B seulement ; dès lors l’intégrale 
prise sur une courbe fermée est nulle 


/ 


. dr — 0 


quelle que soit la courbe fermée C ; par suite : 


JT 

2 


d(7 ' V X = 0 


quelle que soit la surface S, ce qui exige ; 

Vx 0. 

Donc : pour que v • dr soit une différentielle totale exacte, il faut et 
il suffit que V X 0. 

Si • dr n’est pas une différentielle totale exacte, on peut se deman- 
der s’il existe un fadeur intégrant, c’est-à-dire un champ scalaire f(P) 
tel que 

fa .dr 

soit une différentielle totale exacte. 

Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que 

vx {fT) = o 

OU 

fyx'^—~^X V/=-- 0; 

il vient, en multipliant scalairenient par a : 

fa . y x~a = 0 

• • • — ^ ^ ^ ^ ^ 

puisque le produit mixte a . a x V / est identiquement nul. 
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La condition nécessaire pour que o > dr ait un facteur intégrant est que 
le champ o soit perpendiculaire en chaque point à son rotationnel; en 
coordonnées : 

Xdx Ydy Z dz 
admet un facteur intégrant si 


X 


4- y 7 

\dy dz) \ dx) \dx dy) 


0 . 


Cette condition est suffisante aussi ; considérons en effet l’équation 

. dr = 0 ; 


elle est complètement intégrable si v est perpendiculaire à son rota- 
tionnel car, en coordonnées, elle s’écrit 

Xdx Ydy + dz = 0 


et elle définit une fonction z(a;, y) si elle est complètement intégrable, 
c’est-à-dire si 

dy dz Z dx dz Z ^ 

en transformant, on trouve 

• V X T = 0. 

Il existe alors une surface intégrale et une seule passant par un 
point donné. Soit 

F(P)==C 


l’équation d’une telle surface E. Comme dF — 0 pour un déplacement 
sur 2, on voit que la normale iV à 2 est parallèle à c 

ÎV = pT, 

mais 

grad F ~ ^ • V (P), 


V (P) étant un scalaire, donc 

dF ~ grad P- d r — pv d r, 

9 • dr admet bien un facteur intégrant. 

On remarquera qu’il a fallu passer par les coordonneés pour utiliser 
un théorème sur les équations aux différentielles totales. Il est difficile 
d’éviter ce détour. 
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Formule de Green. 

76. Soit un champ et supposons que v • dr admette un facteur 
intégrant OinTdi donc 

^ = ^<f 

où (p est un scalaire. On tire de là 

div”? = V • • V(p 4- ^ 


JJJ * div V • dr = JJ * V cp • dj, 


d’après le théorème d’Ostrogradzky ; V étant une région de l’espace où 
f', (p, existent et admettent une divergence, des gradients et des 
laplaciens respectivement. Donc : 


JJJ • Vcpdr + 

y F V V 


mais cette dernière formule ne contient plus ç^(P) ; elle est vraie quels 
que soient les scalaires (p et En échangeant (p avec et en soustrayant 
membre à membre, on trouve : 


JJJi’i' lapcp— (plap^)(iT=JJ’ 


telle est la formule de Green. 


dn) 


d(j; 


Brèves remarques sur quelques équations différentielles. 


77. On pourrait se proposer de rechercher les solutions de l’une ou 
l’autre des équations différentielles suivantes : 


10 V/ = a(P) 

20 V.^= g{P) 

30 

où a, g, b sont des champs donnés. 
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1° Il est tout d’abord évident que a ne peut être quelconque car 
a • dr doit être une différentielle totale exacte. Dans ce cas alors, 

df = a • dr 

et / est un champ scalaire déterminé à une constante additive près. 

2® Il n’y a pas de conditions restrictives pour le choix de g{P). Si 
l’on connaît une solution on en aura une infinité d’autres en ajoutant 
à le rotationnel d’un champ arbitraire (i[P)y car div rot a = 0. 

30 h [P) ne peut être arbitraire, sa divergence doit être nulle, car 

V • V 0. 

Si l’on a une solution de 3®, on en obtiendra une infinité d’autres 
en lui ajoutant le gradient d’un scalaire arbitraire g (P), puisque 
rot grad g — 0. 

On peut se proposer de déterminer au moyen de 2° et 3®, formant 
un système d’équations simultanées. On se proposera de chercher une 
solution 

telle que 

alors 


v" 

rote'' 


0. 


Donc : 


div e = div e" =- g (P), 
rot e = rot e' = b (P). 



II 


div e" 


roi e" 


0. 


Soit ef une solution de la seconde équation I, 

e; -b gTÏui /#, 

où h est un scalaire arbitraire, en est une autre, mais h est déterminé 
par la condition 

(1 1 V ( ej f grad h) ~ 0 

c’est-à-dire 

[a\)h = — divel. (1) 

^ De même, si e(' est une solution de la première équation II, 
4 - rot U en est une autre, u étant un champ vectoriel arbitraire ; 
c’est la deuxième équation II qui devra déterminer u ; 


rot pi' -|- rot rot w = 0 



mais 


rot rot U = grad div u — lap u 
et dès lors u doit satisfaire à l’équation 

lapw — grad div n = rot (2) 

Pour résoudre les équations (1) et (2), il faut employer des méthodes 
qui ne ressortissent plus à l’analyse vectorielle proprement dite, mais 
qui se rattachent aux théories les plus belles et les plus fécondes de 
l’analyse classique. Il est d’ailleurs préférable d’étudier ces équations 
à propos des problèmes physiques qui leur ont donné naissance. 

La seconde partie de ce cours traitera précisément de quelques appli- 
cations de l’analyse vectorielle à la physique mathématique, qui con- 
duisent à des équations aux dérivées partielles analogues à (1) et (2) ; 
ces applications, en assignant des conditions aux limites aux solutions 
des dites équations, posent de nombreux problèmes à l’analyste ; nous 
en résoudrons alors quelques-uns. 


Exercices, 


i. Démontrer la formule : 


j'J /rotn.fifo™ j* f u dr {grad f x u) ch 

‘"s 1 

'L étant une surface dont la courbe fermée C est la frontière. 

2. Dans la formule précédente, on pose u{P) — grad g, montrer que 

U / X g) • (to = I f gd7 = — I g grad / dr 

‘s *c *c 

3. On a obtenu au § 76 la formule : 

UJv<p-7<fdT= lj'\i^<fdi — 

s étant la surface limitant le volume V, (p et deux champs scalaires ; 
démontrer la formule suivante due à Lord Kelvin : 

JJJ* P V ^ • V (p dr = JJ * ^ jO V cp • do- — IJ*!* V (o V <p) dr = 
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4. Calculer 




r X drÏQ long d’une courbe fermée ; on donnera 


une interprétation géométrique du second résultat. 

5. Les intégrales 

; ~ Ml / et // grad / X da 


étendues à desîvïumces fermées sont nulles. 

6. Démontrer la > formule 

i 

A 

<>(P) étant un champ, t le vecteur unité tangent à la courbe d’inté- 
gration. 

^ 

7. Soil U {P) un champ vectoriel, on forme les champs p{P)==^Totu 

^ 

et w (P) = - rot démontrer que 

F 2 

V étant un volume limité par la surface 2. 

8. p{Q) étant un scalaire défini dans une région V, on forme 

F 

avec r = PQ. Montrer que 

2 y 

où 2 est la frontière de V, 

9. V étant un volume limité par la surface 2, montrer que 

JJ (T. Vm) = -ffl V w . V X ^dr 
2 y 

m et V étant deux champs. 
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